SEQUENCIA DIDATICA 8

1 - Tema: Trigonometria

2 - Subtema: Conceito das razdes trigonométricas basicas: seno, cosseno e tangente
3 - Componente curricular: Matemdtica

4 - Série: 12

5 - Introdugao

Na Gréciaantiga, entreosanosde 180a.C.e 125a.C., viveu Hiparco, um matematico que construiu
a primeira tabela trigonométrica. Esse trabalho foi muito importante para o desenvolvimento
da Astronomia, pois facilitava o cdlculo de distancias inacessiveis, o que lhe valeu o titulo de PAI
DA TRIGONOMETRIA.

Figura 47
Fonte: http://pt.wikipedia.org/wiki/HiparcoNela, aparece uma tabela trigonométrica mais completa que a de Hiparco.

Hiparco Ptolomeu

Foram muito importantes as contribuicdes de Ptolomeu para a Trigonometria estudada nos dias atuais.

Analisando as motivacdes que levaram as contribuicdes de Hiparco e Ptolomeu no desenvolvimento
da trigonometria, percebemos que o interesse deles era basicamente o mesmo: contribuir com
0 avanco da astronomia, procurando formas de calcular as distancias inacessiveis envolvendo os

elementos do universo. Mas ja que o objetivo, nesse campo, era o calculo de “distancias inacessiveis”,



esses personagens ndo puderam ter acesso a essas distancias diretamente, para construir suas ideias.
Eles tiveram que raciocinar a partir de situacGes préximas a eles e perceber que suas descobertas
poderiam ser expandidas para essas “distancias inacessiveis”. Hoje em dia, fora as aplica¢des
especificamente voltadas para a Astronomia, a maioria das aplicagcdes da trigonometria esta mais
voltada para situagdes de “dificil acesso” do que de “distancias inacessiveis”. Nao se sabe, ao certo,
a ideia motivacional que tiveram esses ilustres personagens que os tenha levado a estruturar o
conceito de trigonometria, mas é coerente pensar que, por terem vivido em épocas distintas, talvez
Ptolomeu tenha tido acesso as descobertas de Hiparco, mas o contrario ndo é possivel, porque

Hiparco morreu antes que Ptolomeu tivesse nascido.

Atualmente, o campo de aplica¢des da Trigonometria é inUmero, e a quase totalidade dele envolve
situacdes de “dificil acesso”, mas ndo chegam a ser situacdes de “distancias inacessiveis”, como as
gue motivaram os personagens Hiparco e Ptolomeu. Aplicagcdes no ramo da Astronomia continuam
sendo o principal exemplo de aplicagcdes da trigonometria ao cdlculo de “distancias inacessiveis”.
Para ilustrar, pontuamos algumas situacdes do dia a dia e que, de certa forma, estdo relacionadas a
situacdes de medidas de “dificil acesso”. Por exemplo:

- Proximo a uma regido onde sera construido um novo Aeroporto ja existem prédios cujas alturas
parece que poderdo comprometer o pouso e a decolagem de Aeronaves. Nesse sentido, pretende-se
realizar alguns cdlculos para saber se havera necessidade de intervencao no projeto de Construcao
do Aeroporto, ou mesmo ter que condenar alguns desses prédios a fim de indenizar as familias e
derruba-los para dar seguranca ao pouso e decolagem das aeronaves. Para esses calculos, é preciso

conhecer a altura desses prédios.

Ainda pensando na situacao do Aeroporto, pense numa situacao geografica em que a regido no
entorno do projeto de construgdo de um Aeroporto seja montanhosa e que o Engenheiro responsdvel
pelo projeto de construgdo esteja preocupado em analisar se havera seguranca para as Aeronaves
pousarem ou decolarem desse Aeroporto, sem risco de colisdo com alguma dessas montanhas que
existem no entorno. Num caso como esse, deve-se escolher projetar a pista de pouso e decolagem
na direcdo da montanha de menor altura, mas nem sempre isso é possivel, pois o terreno disponivel
pode ndo oferecer comprimento suficiente para a pista, se ela for construida na direcdo dessa
montanha de menor altura. Assim, calculos irdo informar se a escolha de uma direcdo para a pista
que se alinhe com uma montanha de maior altitude ndo comprometa a seguranga dos pousos e

decolagens, mas, para isso, é preciso medir a altura dessa montanha.

Portanto, atualmente, a trigonometria ndo se limita a aplicac6es envolvendo célculos de distancias
inacessiveis, mas também a cdlculos de distancias de “dificil acesso”, bem como outras aplicacdes

especificas de areas como mecanica, eletricidade, acustica, medicina, etc.



6 - Conteudo

Conceitual

e Conceito de Trigonometria e definicbes das razdes trigonométricas bdsicas: seno, cosseno e
tangente.

Procedimental

e Escolher e utilizar medidas trigonométricas apropriadas para resolver problemas.

Atitudinal

e Posicionar-se positivamente em relagao a aprendizagem da Trigonometria.

7 - Objetivo’®

e Compreender o conceito de Trigonometria;

e |dentificar situagdes problemas cujos cdlculos matematicos perpassem por aplicagdes de
informacgdes trigonométricas;

e Definir matematicamente as razdes trigonométricas basicas: seno, cosseno e tangente.

8 - Tempo estimado: 6 aulas

9 - Desenvolvimento
12 etapa: Problematizagao

Pensemos numa situacdo hipotética acessivel de ter sido vivida por Hiparco e/ou Ptolomeu, em
suas épocas, e que talvez se aproxime dos pensamentos independentes que tenham levado, por
exemplo, Hiparco a construir suas ideias conceituais sobre a Trigonometria. Pense que Hiparco
tenha observado, sentado a sombra de uma arvore, enquanto meditava em seus estudos, que a
sombra da arvore embaixo da qual se encontrava estava mudando de posi¢do, lentamente, em
consequéncia da mudanca de posicdo do Sol, e que uma pedra de aproximadamente um metro de
altura também estava passando por um processo semelhante. Considere que essa observagao tenha
deixado Hiparco curioso e que ele decidira voltar no dia seguinte, ao nascer do sol, para acompanhar
matematicamente esse processo. Assim, inicialmente Hiparco mediu a altura da pedra e encontrou
90 cm, percebendo que sua estimativa ndo estava tao distante do que previra que a pedra teria.
Hiparco mediu, também, sua proépria altura, embora tivesse uma ideia de quanto possui de altura,
mas entendeu que necessitava conhecer o valor exato, o qual percebeu ser de 170 cm. Agora Hiparco
espera tracar uma estratégia matematica que lhe permita, por comparac¢des proporcionais, calcular
a altura da arvore, podendo, para isso, coletar medi¢des de algumas sombras cujas m entende ser

necessario conhecer. Como devera proceder?

9 ENEM: H3; H13; H16; - SAEB: D1; D2; D5; D15



22 etapa: Levantamento de hipoteses

O que voceé sugere que seja feito para encontrarmos medidas da altura de edificios que poderiam
estar localizados numa regido préoxima a um local onde se pretendesse construir um Aeroporto, sem
gue seja necessario efetuar as medigOes diretamente? Esse fato ndo remete a uma problematizagao
semelhante a vivida por Hiparco e Ptolomeu?

e Os procedimentos apontados para se medir a altura de edificios também se adequam a medicdo
de altura de montanhas?

e O que vocé sugeriria que fosse feito para encontrarmos medidas da altura de montanhas que
poderiam estar localizadas numa regido préxima a um local onde se pretenda construir um

Aeroporto, sem que fosse necessario efetuar as medi¢Ges diretamente?

e Novamente esse fato ndo remete a uma situagao semelhante a vivida por Hiparco e Ptolomeu? Ou
seja, ndo parece ser uma situagao de “dificil acesso” para que sua altura seja medida diretamente,
embora ndo seja uma situagao “inacessivel”, como a pensada por Hiparco e Ptolomeu?

e Na situacdo hipotética vivida por Hiparco, que procedimento vocé sugere para que ele consiga
medir sua prépria Sombra?

32 etapa: Propostas de atividades prevendo recursos diversificados

Atividade 1

m,



Hiparco percebeu que precisaria de outra pessoa para medir sua prépria sombra. Contudo, como
estava sozinho, decidiu cortar um “galho” da arvore sob cuja sombra repousara e finca-lo no chao,
cautelosamente, de forma que a altura do galho exposta acima da superficie do solo ficasse igual
a sua propria altura, ou seja, 170 cm. Hiparco fincou o galho numa posicdo intermediaria entre a
posicdo em que a arvore se encontrava e a posi¢ao da pedra, organizando os trés elementos em
posicdo crescente de tamanho, no sentido da pedra para a arvore. Escolheu, ainda, fincar o galho
numa posicao tal que a extremidade de sua sombra coincidisse com a extremidade da sombra da
arvore, no solo. Hiparco também mudou a pedra de lugar (pois ndo era tao pesada, ja que se tratava
de uma “casa de cupim”, ou seja, um “torrdao”, e ndo uma pedra mineral), rolando-a até que ficasse
numa posicdo em que a extremidade de sua sombra coincidisse com a extremidade da sombra da
arvore. Dessa forma, os trés elementos, no momento de construgdo desse esquema, tinham as
extremidades de suas sombras coincidindo num mesmo ponto do solo. Hiparco representou, em seu
“papiro”, cada um desses trés elementos: arvore, galho fincado no chao e pedra, por meio de uma
“seta apontada para cima”, mantendo uma proporcionalidade entre os elementos e as respectivas
“setas” que os representavam. Na figura a seguir, fizemos uma analogia entre os elementos
constituintes dessa historia e as representagdes que Hiparco fez em seu “papiro”. Contudo, Hiparco
somente fez as representacdes da parte inferior, as ilustracdes que constam na parte superior sdo
para facilitar o entendimento da situacdo ilustrada. Veja:

Figura 48
Fonte: repositorio-aberto.up.pt/bitstream/10216/9666/4/5128 TM _01_C

A respeito da situacdo descrita, responda:
a) Quantos triangulos sdo visualizados neste esquema?
b) Os tridngulos sdo semelhantes? Explique.

c) A seta do meio (seta azul — altura de Hiparco) aparenta estar no ponto médio entre a arvore e a
extremidade de sua sombra?



d) Se a seta do meio (seta azul — altura de Hiparco) estivesse no ponto médio entre a arvore e a

extremidade de sua sombra, qual seria a altura da arvore?
e) E qual seria o comprimento da sombra da arvore, seguindo o esquema?
f) Em qualquer horario do dia essa légica verificada no item anterior se manteria?

g) A seta que representa a altura da pedra (seta laranja) aparenta estar no ponto médio entre

“Hiparco e a extremidade de sua sombra”?

h) Se a seta que representa a altura da pedra (seta laranja) estivesse no ponto médio entre “Hiparco

e a extremidade de sua sombra”, qual seria a altura da pedra?
i) E qual seria o comprimento da sombra da pedra, seguindo o esquema?
Atividade 2

Apresentamos, a seguir, uma versao ilustrada com o uso de “cores”da versdao esquematizada por
Hiparco. Nela, representamos um elemento e sua respectiva sombra com setas de mesma cor. Em
seguida, atribuimos “letras MAIUSCULAS” a todos os vértices presentes neste esquema, seguindo,
também, um padrao de uso de cores compativeis com as cores do elemento correspondente. Apenas
o ponto G foi representado por uma cor diferente (cor roxa), ja que ele é um ponto “comum” as trés
cores e, nesse sentido, escolhemos representa-lo por uma cor distinta em relagdo as trés que ja
estavam sendo usadas. Por uUltimo, registramos os valores de supostas medi¢Ges que Hiparco tenha
realizado as 10 horas do dia. O registro da altura da arvore é o Unico ndo definido, porque o projeto de
Hiparco é tentar encontrar uma forma de calcular essa altura, por meio das informagées conhecidas,
sem ter que medi-la diretamente, o que talvez até poderia ser possivel, mas, certamente, trabalhoso.

I”

Assim, Hiparco considerou a altura da arvore como uma “medida inacessivel” e escolheu representar
essa medida por uma incégnita “x”. Concluiu que se conseguisse desenvolver um procedimento que
permitisse encontrar o valor de sua altura, certamente poderia utilizar o mesmo procedimento para
medir distancias inacessiveis associadas a astronomia, o que era, de fato, o interesse de estudo.

Veja, entdo, como ficou a figura com as respectivas medic¢des registradas.

Figura 49
Fonte: repositorio-aberto.up.pt/bitstream/10216/9666/4/5128 TM_01_C
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A respeito da situagdo descrita, responda:

a) Qual a medida da altura da arvore?

b) Preencha a tabela seguinte com as combinagdes possiveis de razdes entre os comprimentos dos
lados definidos na primeira coluna. Preencha a tabela de forma literal, ou seja, ndo utilize os valores
numéricos informados na figura. Siga 0 modelo que ja iniciamos.

Observagdo: utilizamos a nomenclatura “Hipotenusa de Hiparco”, por exemplo, quando queremos
fazer mencdo a hipotenusa do triangulo retangulo constituido pelos elementos que caracterizam
apenas o personagem Hiparco.

Arvore Hiparco Pedra
ALTURA AB [} EF
SOMBRA BC DG FG




SOMBRA
ALTURA

ALTURA
HIPOTENUSA

HIPOTENUSA
ALTURA

HIPOTENUSA
SOMBRA

SOMBRA
HIPOTENUSA

c) Encontre a medida da Hipotenusa de cada um dos respectivos tridangulos retangulos constituintes

da figura dada.

Professor, permita que os alunos utilizem calculadora e solicite que resultados decimais sejam

arredondados para TRES casas decimais.

d) Substitua as medidas das respectivas razées construidas na tabela do item “c” e calcule estas

razoes, inserindo os resultados na tabela dada a seguir.

Professor, permita que os alunos utilizem calculadora e solicite que resultados decimais sejam

arredondados para UMA casa decimal.

Arvore Hiparco Pedra

ALTURA
SOMBRA

SOMBRA
ALTURA

ALTURA
HIPOTENUSA

HIPOTENUSA
ALTURA

HIPOTENUSA
SOMBRA

SOMBRA
HIPOTENUSA

e) Analise os resultados encontrados e construa conclusdes a respeito do que observou.

f) Vocé acha que as conclusdes a que vocé chegou, no item anterior, poderiam ser utilizadas para



resolver uma outra situagao problema semelhante? Descreva sua opiniao.

g) Sabendo que as 11h Hiparco voltou a analisar a estrutura de sua pesquisa, faga uma figura
semelhante a que foi dada no enunciado desta atividade, mas que caracterize a realidade que vocé
imagina que Hiparco tenha encontrado. Insira nessa figura as medidas conhecidas das alturas da

arvore, de Hiparco e da pedra e sugira medi¢des hipotéticas para as respectivas sombras desses

elementos.

h) Peca ajuda ao professor para calcular a medida do angulo G.

Atividade 3

As 12h Hiparco voltou a analisar a estrutura de sua pesquisa e, ao perceber nela mudancas
significativas, resolveu realizar o esbo¢o de uma nova figura. Na figura a seguir, apresentamos uma
figura que permite comparar os dois esbogos realizados por Hiparco. Nessa figura, percebemos que
a antiga projec¢do das sombras, que culminava no ponto G, agora culmina em trés pontos distintos,
que formam denominados de G*, G*, G” para a Arvore, Hiparco e Pedra, respectivamente.

42



Figura 50
Fonte: repositorio-aberto.up.pt/bitstream/10216/9666/4/5128 TM_01_C
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a) Descreva as principais mudancas que podem ser percebidas.

b) Encontre a medida da Hipotenusa de cada um dos respectivos triangulos retangulos constituintes

da “nova” estrutura esbocgada por Hiparco.

c¢) Construa, na tabela a seguir, um novo procedimento semelhante ao que foi construido no item “c”

da “Atividade 2”, e calcule estas novas razoes.



Arvore Hiparco Pedra

ALTURA
SOMBRA

SOMBRA
ALTURA

ALTURA
HIPOTENUSA

HIPOTENUSA
ALTURA

HIPOTENUSA
SOMBRA

SOMBRA
HIPOTENUSA

d) Analise os resultados encontrados e construa conclusdes a respeito do que observou.

NA AH AP
e) Peca ajuda ao professor para calcular a medida dos angulos G".G".G"  sevocé se recordar de

como foi feito isso, no item “i” da “Atividade 2”, pode tentar fazer sozinho.

f) Compare os resultados encontrados neste item com o resultado encontrado no item “i” da

“Atividade 2”. Descreva suas conclusoes.

Professor, ao final desta sequéncia didatica, havendo realizado estas atividades com os alunos,
entendemos que seja um bom momento para vocé iniciar a conceituagao das razoes trigonométricas,
valendo-se, para isso, de uma contextualizagdo de suas explicagdes voltadas para a problematizagao

trabalhada nesta sequéncia.

10 - Avaliagao

A avaliacdo pode ocorrer durante todo o processo de desenvolvimento desta sequéncia, analisando
a participacdo dos alunos nas interagcdes com o professor. Pode-se, contudo, realizar avaliacdes mais

especificas, por meio da andlise da resolucdo das atividades propostas nesta sequéncia.
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ANEXO

Respostas e Resolugbes das atividades propostas
Atividade 1

a) trés

b) E possivel concluir que sdo semelhantes pelo caso A.A. (4ngulo — angulo), visto que todos os trés
triangulos possuem um angulo reto e um dangulo de medida comum que se encontra no vértice onde

estd a extremidade da sombra.
c) Nao.
d) 3,40 m (dobro da altura de Hiparco).

e) O dobro do valor da sombra de Hiparco. Nao sabemos o valor exato, pois ndo conhecemos o valor

da medida da sombra de Hiparco.

f) Se o sol se deslocasse somente em linha reta, no céu, sim, mas certamente esse fato ndo sera

mantido porque o sol realiza um movimento de curvatura no céu enquanto se desloca.
g) Nao.

h) 0,95 m (metade da altura de Hiparco).

i) Metade do valor da sombra de Hiparco.

Atividade 2

a) 500 cm

b) Basta seguir o modelo dado.



Professor, se possivel, faga uma construcdo desta no quadro e utilize distingdes de cores para tornar
o procedimento mais diddtico. Entendemos que isso ira facilitar a aprendizagem dos alunos.

c) AG =1346,291; CG =457,739; EG=242,332;

d) Basta fazer as divisGes na calculadora;

e) Resposta pessoal.

f) Resposta pessoal.

g) Resposta pessoal.

h) As teclas das fungdes trigonométricas precisam ser acionadas por meio da tecla “Shift”. Calcule,
primeiramente, o valor da razdo e, em seguida, com o resultado do célculo exibido no visor da
calculadora, aperte a tecla “shift” e, em seguida, aperte a tecla da fungao trigonométrica “inversa”

de seu interesse. Aperte a tecla que contém o sinal “ =" para que a maquina conclua o calculo.
Atividade 3
a)

- As projecOes das sombras, que antes culminavam num Unico ponto G, agora culminam em trés

pontos distintos, os quais, nenhum deles coincide com o ponto G da projecao inicial;
- As sombras mudam de comprimentos, mas os objetos ndo mudam de posicao;

b) AG"=901,388; CG"=282,002; EG =162,250;

c) Basta fazer as divisdes na calculadora;

d) Resposta pessoal.

e) As teclas das fungdes trigonométricas precisam ser acionadas por meio da tecla “Shift”. Calcule,
primeiramente, o valor da razdo e, em seguida, com o resultado do calculo exibido no visor da
calculadora, aperte a tecla “shift” e, em seguida, aperte a tecla da funcdo trigonométrica “inversa”

Ill

de seu interesse. Aperte a tecla que contém o sinal “ =" para que a maquina conclua o calculo.

f) Resposta pessoal.



