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D097_M  Utilizar  propriedades de  progressoes

MRS :3 geométricas na resolucdo de problemas.

EM13MAT508 Identificar e  associar  Progressdes

HABILIDADE DO Geométricas (PG) a FuncBes Exponenciais de dominios

CURRICULO RELACIONADA di lise d iedad deducio d

AO DESCRITOR iscretos, para anadlise de propriedades, deduc¢do de
algumas férmulas e resolucao de problemas.

EFO8MA11/ES - Identificar a regularidade de uma sequéncia

HABILIDADE OU numeérica recursiva (ou recorrentes) e construir um
CONHECIMENTO PREVIO algoritmo por meio de um fluxograma que permita indicar
0S numeros seguintes.




MATEMATICA

CONTEXTUALIZACAO

No dia a dia, as PGs tém varias aplica¢des praticas, tais como:

1.Finangas: PGs sdo usadas para calcular juros compostos em investimentos ou
empréstimos. Se vocé investir um valor inicial e ele for sujeito a uma taxa de
juros fixa, o montante ao longo do tempo pode ser calculado por uma PG;

2.Crescimento Populacional: Em ecologia, o crescimento populacional de espécies
que se reproduzem rapidamente pode ser modelado por uma PG, onde cada
termo representa o tamanho da populacdo em um determinado momento;

3.Tecnologia: Em informatica, a capacidade de processamento e armazenamento
de dispositivos tecnolégicos muitas vezes segue uma PG, dobrando apds certos
intervalos de tempo (conhecido como Lei de Moore);

4,Musica: Na mdusica, a frequéncia das notas em uma oitava pode ser
representada por uma PG, onde a razao é a raiz décima segunda de 2, refletindo
a divisdo da oitava em 12 semitons;

5.Arquitetura: Alguns padrdes de design arquitetdnico seguem PGs, como na
disposicao de elementos que diminuem de tamanho de forma proporcional a
medida que se afastam do observador, criando uma perspectiva.

Esses exemplos mostram como as PGs sdao fundamentais em diversas areas,
ajudando a entender e a prever padrBes de crescimento e decrescimento em
fenbmenos naturais e tecnolégicos.

Neste material, abordaremos a Progressdao Geomeétrica (P.G.), o processo de somar
os termos de uma P.G. finita e a conexdo entre a P.G. e a funcdo geométrica. Cada
um desses tdpicos sera discutido para garantir uma compreensdao profunda e

abrangente dos conceitos relacionados.

Bons estudos!
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CONCEITOS E CONTEUDOS
Progressao Geométrica
Uma Progressao Geométrica (PG) é uma sequéncia numérica na qual cada termo, a
partir do primeiro, é o resultado do produto do termo anterior por uma constante,
conhecida como razao da PG. A razdo, representada pela letra “q", € sempre
constante, ou seja, a razao entre dois termos consecutivos de uma PG € sempre a
mesma.

Por exemplo, considere a PG (1, 3, 9, 27, 81, ...). Cada termo, exceto o primeiro, é 0
resultado do produto de seu antecessor por 3. Isso é, 3 = 3-1, 9 = 3-3, e assim por
diante.

O calculo do enésimo termo de uma Progressao Geométrica (PG) é bastante
intuitivo e se baseia em uma observacdao fundamental: cada termo da PG é o
resultado de uma operacdo de potenciacdo aplicada a razao, com o primeiro termo
servindo como ponto de partida. Esta razdo, uma constante fixa, € elevada a uma
poténcia que é determinada pela posicdo do termo na sequéncia. Assim, cada
termo da PG pode ser expresso como um produto entre o primeiro termo e uma
poténcia da razdo. Essa observacdo é a base para a formula geral que permite
calcular qualquer termo de uma PG.

Para ilustrar, considere uma PG geral cujos elementos sao (a,as,as,aq,...,a,) -
Cada termo dessa PG pode ser escrito em funcdo de um produto entre o primeiro
termo e uma poténcia da razdo:

ai :al.q(l)
as :al.q2
as :al.q3
as — ai.q

Note que o0 expoente da razao g é sempre igual ao indice do termo em questao
menos 1. Portanto, a formula para determinar o enésimo termo (um termo
qualquer, também chamado termo geral) é:

0 1-1
alzal.q1<:>a1:a1.q2 )
agzal.q2<:>a1:a1.q3 .
az3 =a1.q" <~ a3 = ai1.q

3

ays =a1.q° <= a1 = al.q4_1
L n—1
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CONCEITOS E CONTEUDOS

Soma dos Termos de Uma PG finita

Progressao geométrica finita é uma PG que tem um numero determinado de
elementos. Por exemplo, a sequéncia (3, 6, 12, 24, 48) € uma PG de razdo igual a q = 2.

A soma dos temos dessa PG sera 3+ 6 + 12 + 24 + 48 = 93, Fazer essa soma é facil,
pois ela possui apenas cinco elementos. Caso seja necessario somar os termos de uma
PG com mais de dez elementos, o que é mais complicado, uma féormula pode facilitar o
trabalho. Veja a sua demonstracao:

Dada uma PG finita qualquer com n elementos, ou seja, com a quantidade de
elementos definida, PG finita (a1,a2,as,...,a,). Asoma desses n elementos sera feita
da seguinte forma:

S, =ai +as+as+as+...+a,

Multiplicando ambos os membros pela razao g, temos:

Sph-q=ai1.q+ as.q+...+a, 1.9+ a,.q
Conforme a definicdo de PG, podemos reescrever a expressao como:

Sh.-q=as+az+...4+a, +a,.q
Observe que a9 + a3+...+a, éiguala s, —a;. LOgO, substituindo, vem:

Sn-q=5,—ai1+ay,.q

Simplificando, chegaremos a seguinte formula da soma:

qn_l

S, = aj.
ai q—l

PARA SABER mAIS

Clique no link abaixo ou faca a leitura do qr code ao lado,
para acessar a playlist de videos sobre progressao
geomeétrica

Clique aqui
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https://www.youtube.com/watch?v=CDZYMkxv2JA&list=PLTPg64KdGgYht7VXcqA5VWLCgeOAJjCqj&index=6
https://www.youtube.com/watch?v=CDZYMkxv2JA&list=PLTPg64KdGgYht7VXcqA5VWLCgeOAJjCqj&index=6

EXERCICIOS RESOLVIDOS g

nA sequéncia seguinte é uma progressao geomeétrica, observe: (2, 6, 18, 54...).
Determine o 8° termo dessa progressao.

Lembre que razao é o quociente entre dois termos consecutivos.

*
4gEpeEEEEEEEEEEEEEER?®

54 18 6

—_— e — = — = 3 e

18 6 2 ¢
Observe. q:3"""""""""’. a’]_ :2‘IIIIII-------------...-”
Aplicando na férmula do termo Geral da PG, Temos:

_ n—1
a, = ai.q

ag = 2'38_1

ag = 237
ag = 2 - 2187
a8:4374

EVérias tabuas iguais estdo em uma madeireira. Elas deverao ser empilhadas
respeitando a seguinte ordem: uma tabua na primeira vez e, em cada uma das
vezes seguintes, tantas quantas ja estejam na pilha. Por exemplo:

12 Pilha 2° Pilha 32 Pilha 4° Pilha
Uma Tébua Duas Tabuas Quatro Tabuas Oito Tabuas
A

'IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII..

*

Determine a quantidade de tabuas empilhadas na 122 pilha.
Lembre que razdo é o quociente entre dois termos consecutivos.

..IIIIIIIIIIIII’

8§ 4
175" 2 ‘"""";
Observe: = 2rrrrnnnnnannnans’ ] = lgrrnnmrnnanss®
Aplicando na férmula do termo Geral da PG, Temos:
an =ai.q" !
app = 1-2"%71
app =1-2"
ap = 1-2048
a19 = 2048
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

BCaIcuIe a soma dos 10 primeiros termos da PG (1,2,4,8,...)

ara encontrar a

razéo q dividimos q’b — 1
um termo pelo seu Sn = aj.
antecessor. q— 1

Temos: g1 =1 @ n =10

10 _ 1024 — 1
22_ 11 = Sl() = 1.f — SlO = 1023

Sio = 1.

nUma fabrica de chocolates inaugurada em 2010 produziu 1000 ovos de pascoa
nesse mesmo ano. Considerando que sua producdo aumentou em 50% a cada
ano, em 2015, o dono da fabrica podera dizer que em toda a histéria da fabrica

foram produzidos quantos ovos?

0 aumento de 50% pode q”' — 1
tima multiplicacés por }Sn = a1 1
o plicagao p q—
Sabemos que@, n=6 e a; = 1000, entdotemos que:
1,5 -1 11, 390625 — 1 10, 390625

= ——— = S = 1000. = S5 = 1000. ————— ===,
S = 1000. 22— = g 05 6 05 4 .
P 10, 390625
55 = 1000.———— = S5 = 1000. (20, 78125) = S5 = 20781, 25

A empresa tera produzido aproximadamente 20.781 ovos de pascoa.

HUma fabrica de biscoitos esta planejando a produc¢do para os proximos meses. A
quantidade de biscoitos produzidos mensalmente aumenta em um padrdao que
pode ser modelado por uma progressao geomeétrica. A fabrica espera produzir
2000 biscoitos no primeiro més e espera que a producdo dobre a cada més. Qual
sera a producdo total no primeiro trimestre?

n_l
Temos que ¢; = 2000 qg=2 n=3 Sn:al_q :
q_
23 -1 8§—1 7
S35 = 2000. 7 1 :>53:2000.ﬁ:>53:2000.T$53:14000

Logo a producao total ao final do trimestre sera 14000 biscoitos.
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CONCEITOS E CONTEUDOS
Progressao Geométrica e Fung¢ao Exponencial

A conexdo entre a progressao geométrica (PG) e a funcdo exponencial é
notavelmente direta. Uma progressdao geométrica € uma sequéncia numérica na
qual cada termo subsequente ao primeiro é obtido multiplicando o termo anterior
por uma constante fixa, conhecida como razdo. Se denotarmos a razao por g e o
primeiro termo por a, entdo o n-ésimo termo de uma PG é dado por a; - q”_1

Em contraste, uma funcdao exponencial é uma func¢do na qual a variavel
independente aparece no expoente. Uma funcdo exponencial com base b é
definida por f(z) = b".

Dessa forma, podemos observar que cada termo de uma progressao geomeétrica
pode ser expresso como uma funcdo exponencial, onde a base é a razdo da
progressao geometrica e o expoente é a posicdo do termo menos um. Isso implica
que a progressao geometrica pode ser considerada uma restricdio do dominio da
funcdo exponencial aos numeros naturais.

A fungdo exponencial de base a é definida pela lei y = a®, coma > 0 e a # 1.

Considerando o dominio de uma func¢ao f como 0os numeros naturais nao nulos, a
lei que relaciona qualquer n € D(f) a f(n) € f(n) = b" Podemos escrever:

e paran=1,temos f;, =b=b=a,
paran=2,temos fi, =b>=b.b=b.a; = ay
paran=3,temos fu =b"=b.b> =b.as = a3
paran=4,temos f, =b'=b.b =b.a3 = a4
paran=>5,temos fg =b"=b.b" =b.as = as

Portanto, temos f(n) =0b" e f(n+1) =b""" , ouseja, f(1),f(2),f(3),..., f(n) formam
uma PG de razao b.

O grafico de fquando b >0e b # 1 € uma curva que cresce rapidamente para b > 1
e decresce rapidamente para 0 < b < 1. Isso reflete a natureza da progressao
geomeétrica: os termos crescem ou decrescem rapidamente dependendo se a razdo
é maior que 1 ou é um valor maior que zero e menor que 1.




EXERCICIOS RESOLVIDOS

O grafico a seguir representa uma progressao geométrica. O eixo
horizontal apresenta os valores de 17, sendo 71 natural ndo nulo e o eixo
vertical apresenta valores para a,, .

An A
30
(3,27)

25

20

15

10 (2,9)

a) Qual é o valor do termo a5?

Resolucao:

O grafico apresenta os valores dos trés primeiros termos da PG. Dessa
forma, a partir das informac¢bes apresentadas, concluimos que a PG
iniciacom a; = 3, as =9 e a3 = 27 . Para determinar o valor do
quinto termo, precisamos saber o valor da razao da PG. O calculo dessa
razdo (q) é possivel a partir do quociente entre um termo e seu

antecessor:
as 27
q = a_2 = 0 =3
Sabendo que a razdo da PG é 3, podemos determinar o quinto termo:
a5 = ay - 6]4
as =33
as = 3 - 81

ar — 243
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

n (CONTINVAGSO)

b) Determine a soma dos cinco primeiros termos da PG apresentada no

grafico.
g =@ (> —1)
q—1
3.(3° 1)
S =
° 3—1
3-(243 —1
gy = 32881
3-242 726
S5_T:_:363

A soma dos cinco primeiros termos da PG apresentada no grafico é
igual a 363.




s ATIVIDADES PARA 05 ESTUDANTES

Uma sequéncia é considerada uma Progressao Geométrica (PG) se a razao entre
cada termo (exceto o primeiro) e 0 seu antecessor € constante. Em outras
palavras, podemos verificar se uma sequéncia é uma PG verificando se as divisdes
entre cada termo e seu antecessor tém o mesmo resultado.

Marque a unica alternativa que mostra uma PG.

a)(3,6,9,12,..)

b) (5, 15, 75, 375, ...)
c)(2,-2,-2,-2,...)
d™,1,23,..)

e) (-6, -18, -54, -162, ...)

Atividade 2
Qual é o 6°termo da P.G. (1, 4, 16, 64, ...)?

a)6 b) 164 C) 256 d) 1024  e) 2056

Atividade 3

Uma estudante desenhou uma sequéncia de pontos conforme a imagem a seguir:

12 figura 22 figura 32 figura
o o o o e o
° ° ° °
o o o o e o
o o
°
e ¢° % o
® ®
o o o o

a) Determine a quantidade de pontos da 52 figura da sequéncia;

b) Quantos pontos a estudante terd desenhado ao concluir a 52 figura da
sequéncia?

NN I NN



Atividade 4 ATIVIDADES PARA 0S ESTUDANTES

Em uma progressdo geométrica, a3 = 108 e a4 = 648 . Dessa forma, é correto

afirmar que:

a)g==06 e CL1—%
b)g=6 e a; =3
c)g=6 e a; =18
d)q:l ea =3

6

e)qzé e a; = 3888
Atividade 5

(M120789ES) AS inscricdes para um concurso ficaram abertas durante 10 dias. No primeiro dia, 32 pessoas
se inscreveram. Nos 9 dias restantes, o nimero de inscricbes de um dia foi igual ao dobro do nimero
de inscritos no dia anterior.

Dessa forma, quantas pessoas se inscreveram nesse concurso?

A) 16 368
B) 16 384 Dado:
C) 32 736 g ca@-1)
D) 32 768 T g=1
E) 32 800
Atividade 6

(M120396E4) Em uma P.G., 0 primeiro termo é — 3, e a razao é igual — 2.
Qual € o valor da soma dos seis primeiros termo dessa P.G.?

A) —128

B) — 96

C) -

D) 63

E) 65

Atividade 7

A soma dos 10 primeiros termos de uma progressdo geométrica é 4092
Sabendo que a razdo dessa progressdo é igual a 2, o primeiro termo da
sequéncia é:

a)2 b) 3 Q4 d)5 e)6
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Atividade 8 AT'V'DADES PARA O.S ESTUDA"TES

O grafico a seguir representa uma progressao geométrica (PG) com n sendo um
numero natural ndo nulo.

an A

: ]

2 :

1 ...... Fanmnnn ..

[ :

Qfreeees N A fereres )

it H H
) Toh===="" F N fulnsnhis bonanan ®

)} [ e EsEsEspEsEEEEmEEEEnEE @

32 * )

0 2 3 F]

n

a) Escreva os termos dessa progressao geomeétrica apresentados no grafico.

b) Determine a razdo q dessa progressao geométrica.

c) Determine o valor do sexto termo dessa PG.

Atividade 9 - Desafio

Em uma PG, sabe-se que a razao é positiva, o 3° termo vale -80 e 0 7° termo vale
-5. Determine o valor do 1° termo.




RESPOSTAS DAS ATIVIDADES PARA 0S ESTUDANTES

Respostas

Atividade 1
Alternativa e
Atividade 2

Alternativa d

Atividade 3

a) A primeira figura apresenta 1 ponto, a segunda 5 pontos e a terceira
25 pontos. Ou seja, temos a sequéncia numérica (1, 5, 25).

Ao dividirmos cada termo pelo seu antecessor (com excecdao do
primeiro), podemos verificar que a sequéncia € uma progressao
geomeétrica de razao 5.

D 25
= =5 = =5
1 D
Dessa forma, podemos calcular o quinto termo utilizando a férmula do
termo geral:
n—1
ap — a1 - g
5—1
a5 = a1 - g
as=1-5"
ar — 625

b) Sabendo que a sequéncia de pontos desenhados é uma PG, podemos
determinar o numero total de pontos por meio da formula da Soma de
uma PG finita.

1-(5*—1) 1-3124
5—1 4

S5 - — 781

A estudante desenhou um total de 781 pontos ao completar a 52 figura.
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RESPOSTAS DAS ATIVIDADES PARA 0S ESTUDANTES

Respostas

Atividade 4
Alternativa b
Atividade 5

Alternativa c

Atividade 6
Alternativa d
Atividade 7

Alternativa c
Atividade 8
111 1 1
a) (- - - —
274’816 32
b) Podemos determinar a razao dessa PG dividindo um termo pelo seu

antecessor (com excec¢do do primeiro). Por exemplo, escolhemos dividir
o segundo termo pelo seu antecessor:

1 1 B 1 2 B 2 B 1
472 41 4 2
Arazdo dessaPGé — .
2
c) Podemos obter o sexto termo multiplicando o quinto termo pela
razao da PG.
g = as - g
1 1
Qe = — + —
° 32 2
1
ag — —




RESPOSTAS DAS ATIVIDADES PARA 0S ESTUDANTES

Respostas

Atividade 9

Conforme o enunciado, sabe-se que:
ag — —80

A7 — —5

Vamos utilizar essas informacdes no Termo Geral:
L 2 Equacao 1
a3 = ap - g : —80 = ay - ¢°
a»r = a1 - 6 6
7 1 q —5 p— a’]_ . q )
Equacao 2

Vamos isolar (11 na Equagdo 1:

—380
(]2
Substituindo na Equacao 2: '
__ 6 '
—d=a1-q | Por fim, usando a razio
—80 1 encontrada para calcular o valor
—5 = — q6 : do primeiro termo:
q 1 2
1
E_ —806_]6 . —80=ay - (5)
B G2 :
. 1
—5 = —80q" 80 =a-
1 A : —320 = ay
1
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