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MATEMATICA

CONTEXTUALIZACAO
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HABILIDADE OU SORTE?

Ja percebeu que muitas vezes um jogador de videogame com menos habilidade
vence aquele que tem mais habilidade?

Por mais que o jogador treine, a maioria dos jogos de videogame tem um pouco de
aleatoriedade, que acrescenta imprevisibilidade, proporcionando momentos
inesperados e interessantes. Com isso, 0s jogos tornam-se mais desafiadores.

A aleatoriedade nos jogos de videogame é obtida por meio do RNG - do inglés
Random Number Generator (Gerador de NUumeros Aleatérios). método que produz
numeros aleatérios dentro de certo intervalo.

As principais caracteristicas de RNG nos jogos geralmente estdo relacionadas ao
uso ou ndo de sequéncias predeterminadas nos cenarios, obstaculos ou inimigos.

Além do RNG nos jogos de um videogame. existem muitas outras situa¢cdes em
que sdo utilizadas aleatoriedade. Neste material iremos estudar os principais
conceitos envolvidos no calculo de probabilidade, envolvendo o calculo da
probabilidade de um evento ou da unido de dois eventos, assim como de
experimentos sucessivos.

Bons estudos!
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CONCEITOS E CONTEUDOS
RETOMANDO O QUE vimOS

No material anterior, vimos que:

Espaco amostral é o conjunto formado por todos os resultados possiveis em um
experimento. Representamos o espaco amostral pela letra grega Q (dmega).

Evento (ou acontecimento) é qualquer subconjunto desse espaco amostral e
indicamos por letra maiuscula.

Probabilidade de modo geral pode ser calculada por

(A) = numero de elementos de A n(A) oup(Al= numero de resultados favoraveis
R numero de elementos de @  n({) P numero total de resultados possiveis
Exemplo:
No lancamento de um dado, qual é a probabilidade de a face superior apresentar o
nuamero 3?
Resolucdo:

Espa¢o amostral S ={1,2,3,4,5,6} e n(S) = 6.
E={3}en(E)=1

entao,

P(E)=1/6

LANGAMENTOS SUCESSIVOS
Em probabilidade, lancamentos sucessivos geralmente se referem a realizacdo de
uma série de experimentos um apés o outro.

Didaticamente, podemos dividir esses lancamentos em:
e lancamentos com reposicao;
e lancamentos sem reposicdo.

Exemplos:
Uma urna contém 12 bolas pretas e 8 brancas. Duas bolas sdo sorteadas, uma apos
a outra. Determine a probabilidade de serem sorteadas duas bolas pretas.

A probabilidade de duas bolas pretas serem sorteadas vai depender se havera ou
nao reposi¢cdo da bola. A probabilidade da primeira bola sorteada ser preta é 12 em
20 (12/20). Observe que foi retirada uma bola dentre as 20. Como houve reposicdo, a
guantidade de bolas para o sorteio da segunda bola permanece sendo 20, ou seja, a
chance de que a 22 bola sorteada seja preta é também 12/20.

No caso de ndo haver reposicdo, sendo preta a retirada da 1° bola, temos para a
retirada da 22 bola uma alteracdo, ficando 11 bolas pretas dentre 19 bolas.

Portanto, em lancamentos sucessivos, deve-se observar se houve ou ndo reposicao.
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CONCEITOS E CONTEUDOS

PROBABILIDADE CONDICIONAL

A probabilidade condicional € um conceito fundamental na teoria da probabilidade
que descreve a probabilidade de um evento ocorrer, dado que outro evento ja
ocorreu. Em termos simples, a probabilidade condicional é a probabilidade de que
um evento B ocorra, sabendo que outro evento A ja ocorreu.

A probabilidade condicional é denotada matematicamente como P(B|A), onde:
e P(B|A)representa a probabilidade de B ocorrer dado que A ja ocorreu.

e P(B) representa a probabilidade de B ocorrer independentemente de A.

A férmula geral para a probabilidade condicional € dada por:

n(A N B)
_nAnNB) _  n(S) _ PANB)
P(A|B) = () = O PE) ,comP(B)#0
n(S)

ou ainda,
P(ANB)=P(B).P(A|B)

Isso significa que, para se calcular a probabilidade de ocorrer a intersecao dos
eventos A e B (ocorréncia simulténea) é preciso multiplicar a probabilidade de
ocorrer um deles (p(B)) pela probabilidade de ocorrer o outro, sabendo que o
primeiro ja ocorreu (p(A|B)).

Esse tipo de probabilidade também é conhecido como a probabilidade da
interseccao de dois eventos.

Exemplo:
De um baralho comum sdo retiradas 2 cartas, uma a uma e sem reposi¢ao.
Calcular a probabilidade de as duas cartas serem de copas.

Resolugdo:
Evento B: a primeira carta é de copas.

Entdo: P(B) =13/52=1/4

Evento A: a segunda carta € de copas.
P(A|B) =12/51

Queremos obter a probabilidade de ambas as cartas serem de copas, ou seja,
devemos calcular a probabilidade de ANB:

P(ANB) =P(B).P(A|B)

P(ANB)=1/4.12/51 = 3/51

A probabilidade de as duas cartas serem de copas é 3/51.
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CONCEITOS E CONTEUDOS

EVENTOS INDEPENDENTES

Considere o lancamento simultaneo de um dado e de uma moeda. Adotando c
para cara e k para coroa, o espaco amostral desse experimento é

S={(c, 1), (¢, 2), (c, 3), (¢, 4), (¢, 5), (c, 6), (k, 1), (k, 2), (k, 3), (k, 4), (k, 5), (k, 6)}
en(S)=12.

Vamos considerar os eventos:

Evento A: sair cara na moeda.

Evento B: sair um numero multiplo de 3 no dado.

Entao:

A={c 1),(c 2),(c 3),(c4),(5),(6)eP(A)=6/12=1/2

B ={(c, 3), (c, 6), (k, 3), (k, 6)} e P(B) =4/12=1/3
ANB={(c, 3),(c, 6)y e P(ANB)=2/12=1/6
pela definicdo de probabilidade condicional, temos:

pa|g)— PANB) _ 6 _ 1

Note que P(A|B) = P(A), ou seja, a probabilidade de sair cara na moeda ndo é
alterada pela ocorréncia de numero multiplo de 3 no dado.
Temos, ainda:

:
PBlA) = ZLDE = 2 = L =P
2

Como P(B|A) = P(B), a probabilidade de ocorrer o evento B também ndo é alterada
pela ocorréncia do evento A. Portanto, a ocorréncia de um evento nado interferiu na
probabilidade de ocorréncia do outro. Dizemos, entao, que os eventos “sair cara na
moeda” e “sair um numero multiplo de 3 no dado” sdo eventos independentes.

Para a ocorréncia simultanea dos dois eventos independentes, substituimos P(A|B)
por P(A) em P(ANB) = P(B) . P(A|B).

Assim, temos:

P(ANB)=P(A). P(B)

Dois eventos, A e B, sdo eventos independentes se a ocorréncia de
um deles nao interfere na ocorréncia do outro, isto é, se
P(A|B)=P(A) e P(B|A) = P(B).
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CONCEITOS E CONTEUDOS
EVENTOS DEPENDENTES

Numa urna ha 30 bolinhas numeradas de 1 a 30. Serdo retiradas dessa urna duas
bolinhas, ao acaso, uma ap0s a outra, sem reposi¢cdo. Qual a probabilidade de sair
um multiplo de 10 na primeira e um numero impar na segunda?

Resolucdo:

O fato de a retirada das bolinhas ocorrer sem reposicao, implica que a ocorréncia do
primeiro evento interfere na probabilidade do segundo ocorrer. Portanto, esses
eventos sao dependentes.

Evento A: sair um multiplo de 10.
Evento B: sair um numero impar.

Entdo:
A={10, 20, 30}
B={1,3,57,9 11,13,15,17,19, 21, 23, 25, 27, 29}

Observe que a probabilidade de sair uma bolinha que seja um multiplo de 10 é 3 em
30, ou seja, 3/30 =1/10.

Ja a probabilidade de sair um nimero impar na segunda bolinha é 15 em 29 (porque
ja saiu a primeira bolinha e os multiplos de 10 necessariamente sao pares), ou seja,
15/29.
Assim, temos:

P(ANB)=1/10.15/29 =15/290 = 3/58

A probabilidade de sair um multiplo de 10 na primeira e um namero multiplo impar
na segunda é 3/58.

Vale pensar: E se os eventos ndo fossem dependentes?
Neste caso, a retirada de uma bolinha na primeira vez ndo afetaria a retirada da
bolinha na segunda vez.

Probabilidade de sair um multiplo de 10 na primeira retirada continuaria sendo 3 em
30, ou seja, 3/30 = 1/10, mas a probabilidade de sair um numero impar na segunda
bolinha seria 15 em 30, ou seja, 15/30 = 1/2.

Temos, entdo P(A) . P(B) = 1/10. 1/2 = 1/20, chance que é diferente do que realmente
aconteceu (3/58).

Dois eventos, A e B, sdo eventos dependentes quando a probabilidade de
ocorréncia de um deles interfere na ocorréncia do outro. Nesse caso,
P(ANB) # P(A) . P(B)
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CONCEITOS E CONTEUDOS

PROBABILIDADE DA UNIAO DE DOIS EVENTOS

Sendo A e B eventos de um mesmo espaco amostral, como podemos calcular a
probabilidade de ocorrer ao menos um desses eventos?

Para responder a essa pergunta, vamos considerar o lancamento de um dado
comum e os eventos A, “o numero obtido ser multiplo de 2", e B, “o numero obtido
ser multiplo de 3". Nesse caso:

S={1,2,3,4,5,6} niS)=6
A={2,46} n(A)=3
B={3,6}; n(B)=2

Observe o diagrama a seguir:
—Q

Temos que:
AN B = {6} — o elemento 6 satisfaz simultaneamente os eventos A e B.

AUB = {2, 3, 4, 6} — os elementos 2, 3, 4 e 6 satisfazem o evento A ou B.

Calculando, temos:
P(A) =3/6; P(B)=2/6; P(ANB)=1/6; P(AUB)=4/6

Portanto, em um lancamento, a probabilidade de ocorrer o evento A ou o0 evento B é
de 4/6.

A partir desses calculos, podemos verificar que:
P(AUB) = P(A) + P(B) - P(ANB)
P(AUB)=3/6+2/6-1/6

P(AUB) = 4/6

A probabilidade de ocorrer o evento A ou o evento B, ou seja, a uniao dos dois
eventos, € igual a probabilidade de ocorrer A mais a probabilidade de ocorrer B
menos a probabilidade da intersecdo de A com B.
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

Quando ANB = @, ou seja, A e B sao conjuntos disjuntos, dizemos que 0s eventos
sao mutuamente exclusivos, isto €, a ocorréncia de um deles exclui a possibilidade
da ocorréncia do outro.

Nesses casos, temos
P(AUB)=P(A)+ P(B)
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EXERCiCIOS RESOLVIDOS

Em uma bolsa, ha 2 cubos vermelhos e 4 cubos azuis. Se 2 cubos sao selecionados ao
acaso, um de cada vez, e o primeiro cubo retirado nao é reposto na bolsa, calcular a
probabilidade de ambos os cubos serem vermelhos.

Resolucdo:

Evento B: o primeiro cubo é vermelho.

Entdo: P(B) =2/6 =1/3

Evento A: o segundo cubo é vermelho. A probabilidade da ocorréncia de A depende da
ocorréncia de B, pois, se o primeiro cubo retirado for vermelho, havera somente um
cubo vermelho entre 5 cubos restantes na bolsa.

Assim: P(A|B)=1/5

Queremos obter a probabilidade de ambos os cubos serem vermelhos, ou seja, devemos
calcular a probabilidade de ANB:

P (ANB)=P(B).P(A|B)

P(ANB)=1/3.1/5=1/15

H Retiramos 2 cartas de um baralho de 52 cartas, uma apds a outra e com reposicao.
Calcule a probabilidade de a primeira ser uma dama e a segunda ser um 10.

Resolucdo:

S: cartas do baralho e n(S) = 52.

Evento A: primeira carta ser uma dama, n(A) = 4.

Evento B: segunda carta ser um 10, n(B) = 4.

P(A)=P(B) =4/52=1/13

Como houve reposicdo, A e B sdo eventos independentes.
P(ANB)=P(A).P(B)=1/13.1/13=1/169

Entdo, a probabilidade de a primeira carta ser uma dama e a segunda ser um 10 é 1/169.

HEm uma pesquisa realizada com 400 jovens de 15 a 20 anos, verificou-se que 200

estudam e 180 trabalham, sendo que, entre esses jovens, 130 estudam e trabalham.
Qual é a probabilidade de que um dos jovens pesquisados, escolhido aleatoriamente,
estude ou trabalhe?

Resolugao:
Sejam E e T os eventos “estude” e “trabalhe”, respectivamente.
Temos:
P(E) = 200/400
P(T) = 180/400
P(ENT) = 130/400
A probabilidade de que um jovem escolhido aleatoriamente estude ou trabalhe é dada
por:
P(EUT) = P(E) + P(T) - P(ENT)
P(EUT) = 200/400 + 180/400 - 130/400
P(EUT) = 250/400 = 5/8

Vale lembrar que a representac¢do percentual de uma probabilidade se da ao dividir,
neste caso, 5 por 8, obtendo 0,625 = 62,5%.
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ATIVIDADES PARA 0S ESTUDANTES

Atividade 1

(M11106cA) Anos bissextos sdo aqueles que, de 4 em 4 anos, acrescenta um dia no més de fevereiro.
Dessa forma, em 4 anos, escolhendo um ano desses ao acaso, a probabilidade de ele ser bissexto é
A) 24%

B) 24,5%

C) 25%

D) 25,5%

E) 40%

Atividade 2

12018165 Uma competicdo é formada por 20 participantes divididos em 4 equipes, sendo dois
participantes da equipe laranja, cinco da equipe vermelha, seis da equipe azul e sete da equipe preta. Para
realizar uma prova, sera feito um sorteio entre as equipes participantes. Foram colocados em uma urmna
uma determinada quantidade de bolas nas cores de cada equipe, representando os membros de cada uma
dessas equipes. Essas bolas séo iguais, com mesmo formato e se diferenciam apenas por sua cor.

Qual € a probabilidade dessa bola sorteada ser da equipe azul?

A) —235
B) 1E
C) =
D) %
E) %
Atividade 3

(M11045s1) Em um Gnico langamento, qual € a probabilidade de dois dados exibirem 0 mesmo nimero em sua
face superior?

A)

B)

C)

D)

E)
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ATIVIDADES PARA 0S ESTUDANTES

Atividade 4

(M120285G5) Um casal que possui 5 filhos levou para casa 5 barras de chocolate para distribuir entre
eles. Dessas barras, 3 sao de chocolate ao leite e 2 de chocolate branco. Por ordem de idade, do mais
velho ao mais novo, todos escolherdo ao acaso uma barra de chocolate de dentro da bolsa.

Qual é a probabilidade de o filho mais velho retirar uma barra de chocolate ao leite?

A)
B)

C)

9

m
S
ajw = g W= o=

Atividade 5

(PAMA11178MS) Em cinco lancamentos de uma moeda, qual é a probabilidade de sair cinco vezes cara?

1
A) 5

1
B) 10

1
C)2—5

1
D) 32

1
) 125

Atividade 6

(m120008PE) Um disco tem uma face vermelha e a outra preta. Se o disco for lancado trés vezes, qual é a
probabilidade de a face vermelha cair voltada para cima pelo menos uma vez?
AL
8
B)1
3
C) 2
3

D)3
4
E) L
8
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Atividade 7 ATIVIDADES PARA 0S ESTUDANTES

(m11326s1) Em uma cesta, estdo 9 laranjas, das quais 2 estdo estragadas.
Ao retirar da cesta 2 laranjas, qual é a probabilidade de que ambas estejam estragadas?

1
705
)36
2
B) —
)9
1
C)
)18
D) 1
9
E) 4
9

Atividade 8

(PaMA11177MS) Langando-se uma moeda e um dado, qual & a probabilidade de ocorrerem coroa & um numero
menor que 47

A);

B)

AV H A

Bl AW B

E)

Atividade 9

(Enem) Em uma reserva florestal existem 263 espécies de peixes, 122 espécies de mamiferos, 93 espécies
de répteis, 1132 espécies de borboletas e 656 espécies de aves.

Se uma espécie animal for capturada ao acaso, qual a probabilidade de ser uma borboleta?

A) 63,31%

B) 60,18%

() 56,52%

D) 49,96%

E) 43,27%

Atividade 10

(ENEM) Um programa de televisao criou um perfil em uma rede social, e a ideia era de que esse perfil
fosse sorteado para um dos seguidores, quando esses fossem em numero de um milhdo. Agora que essa
quantidade de seguidores foi atingida, os organizadores perceberam que apenas 80% deles sao
realmente fas do programa. Por conta disso, resolveram que todos os seguidores fardo um teste, com
perguntas objetivas referentes ao programa, e sé poderdo participar do sorteio aqueles que forem
aprovados. Estatisticas revelam que, num teste dessa natureza, a taxa de aprovacao € de 90% dos fas e de
15% dos que ndo sao fas.

De acordo com essas informacdes, a razao entre a probabilidade de que um fa seja sorteado e a
probabilidade de que o sorteado seja alguém que nado é fa do programa é igual a

A) 1

B) 4

Q)6

D) 24

E) 96
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