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SOLIDOS GEOMETRICOS:

VOLUME
DESCRITORES DO D129_M Resolver problema envolvendo a area total e/ou volume de
PAEBES um soélido
EM13MAT309 Resolver e elaborar problemas que envolvem o
HABILIDADES DO calculo de areas totais e de volumes de prismas, piramides e corpos
CURRICULO redondos em situacdes reais (como o célculo do gasto de material
RELACIONADAS para revestimento ou pinturas de objetos cujos formatos sejam
AOS DESCRITORES composi¢des dos solidos estudados), com ou sem apoio de
tecnologias digitais.
HABILIDADES OU
CONHECIMENTOS D058_M Utilizar area de figuras bidimensionais na resolucao de
PREVIOS problema.
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Vocé sabia que é possivel saber quantos litros de agua uma piscina comporta sabendo
as medidas de sua altura, comprimento e largura?

No exemplo acima, a piscina tem 12 metros de comprimento, 7 metros de largura e
2,70 metros de altura, porém, a agua esta na altura 2,10 metros. Quantos litros de agua
tem nessa piscina?

Esse exemplo simples nos ajuda a visualizar a importancia do volume dos sdélidos e
como ele é aplicado em situagdes reais. Desde o planejamento e construc¢do de
estruturas até a necessidade de calcular capacidades e quantidades, o volume é uma
medida crucial em diversos campos, como arquitetura, engenharia e até mesmo em
atividades recreativas.

Neste material nés vamos explorar o volume dos sélidos e veremos que diferentes
formas geométricas possuem féormulas especificas para o calculo do seu volume. Cada
formula leva em consideragdo as caracteristicas Unicas de cada sélido, permitindo-nos
obter medi¢des precisas e aplicaveis em diversas situa¢des praticas.

Bons estudos!




CONCEITOS E CONTEUDOS

RETOMANDO O QVE vIMOS

e SOLIDOS GEOMETRICOS
No material anterior, estudamos sélidos geométricos, e vimos que podemos classifica-
los em trés grandes grupos:
-poliedros;
-corpos redondos;
-outros.

e POLIEDROS
Sao solidos geométricos cujas superficies sdao formadas apenas por
poligonos planos.
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paralelepipedo
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e N prisma hexagonal
cubo pirdmide triangular piramide guadrangular

Em um poliedro podemos distinguir:
aresta

As faces sdo os poligonos que limitam os poliedros. A
quantidade de faces de um poliedro é finita.

As arestas sdo os lados de cada face do poliedro, sendo
; que cada aresta é comum a somente duas faces.
ace

Os vértices sdao os pontos de intersecdo de trés ou mais

arestas, sendo que os vértices de cada face sao também
vértice  Vertices do poliedro.

pmesme e .-

Os poliedros tém as denomina¢des dadas a partir do numero de faces.
Observe alguns exemplos:

Nimero de faces Nome do poliedro
| 4 (tetra) Tetraedro |
5 (pema) Pentaedro :
6 (hexa) Hexaedro |
.-;{octa} Octaedro |
: 10 (deca) Decaedro |
. 12 ([dodeca) | Dodecaedro :
20 (icosa) lcosaedro |
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CONCEITOS E CONTEUDOS
e POLIEDROS REGULARES

Um poliedro é regular quando satisfaz as seguintes condicfes:

as faces sao poligonais regulares e congruentes entre si e de cada vértice do
poliedro parte o mesmo numero de arestas.

&

tetraedro regular hexaedro regular

v

octaedro regular

N
&

dodecaedro regular icosaedro regular
e PRISMAS
Os prismas sdo solidos do grupo dos poliedros. R
Um prisma reto é caracterizado por ter duas faces facequeé
paralelas formadas por poligonos idénticos, que sdo s bae
suas bases, e as demais faces formadas por face it
retangulos, que sdo suas faces laterais. shoea!
Em um prisma reto as arestas laterais sdo g
perpendiculares as bases. base
e PIRAMIDES
As pirdmides sdo sélidos geométricos B ¢ (epotems dapirkinide]

gque possuem a base formada por um
poligono e faces laterais triangulares
gue se encontram em um unico ponto, iy M.
conhecido como vértice. e VT m (apStema da base)

e CORPOS REDONDOS
Entre os corpos redondos, destacamos o cilindro e o cone.

eixo

r (raio da base) _

altura (h) altura (h)

cilindro
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CONCEITOS E CONTEUDOS

vOLUME

O volume de um soélido é a medida da regido do espac¢o limitada por sua
superficie. Para expressar o volume de um sélido por meio de um numero,
devemos estabelecer uma unidade padrdo: a unidade de volume é o cubo cuja
aresta mede 1 u.c. (unidade de medida de comprimento).

Para cada unidade de medida de comprimento, temos uma correspondente
unidade de volume, como mostrado na tabela a seguir:

Unidade de medida Unidade de
da aresta do cubo volume
1dm 1dm?
Tcm 1cm?
m 1m?
Tmm T mm?

De modo geral:
unidade de medida da aresta = 1 u.c. e unidade de volume = 1 (u.c.)?

Consideremos um paralelepipedo retangulo com as seguintes dimensdes:
a=5u.c., b=2u.c.ec=3u.c

A divisdo do comprimento, da largura e da altura desse paralelepipedo em cinco
unidades, duas unidades e trés unidades, respectivamente, nos permite obter
30 cubos unitarios (5.2 .3 =30), conforme mostrado nas figuras abaixo:
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Dizemos, entdo, que o volume desse paralelepipedo é:

V = (5u.c.) - (2u.c.) - (3u.c.) = 30 (U-C->3

De modo geral, se as medidas das trés dimensdes de um paralelepipedo
retangulo sao os numeros reais a, b e ¢, seu volume é dado por:




EXERCICIOS RESOLVIDOS

Determine o volume do paralelepipedo reto retangulo abaixo.

A

3o

/JCI"I"I

4cm

Resolugdo:

Analisando a figura, vemos que o paralelepipedo é formado por 8 cubos
unitarios na base e tem 3 camadas iguais a camada da base.

Logo, ha 24 cubos unitarios no total, e, portanto, o paralelepipedo é formado
por 24 cubos (4.2 .3)de 1 cm3 de volume.

Dizemos, entdo, que o volume do paralelepipedo dado é 24 cm3.

Podemos, ainda, calcular o volume do paralelepipedo reto retangulo da seguinte
maneira:

V=a.b.c
V=4.2.3
V=24

Portanto, de fato, o volume do paralelepipedo reto retangulo é 24 cm3.

Deseja-se cimentar um quintal quadrado, com lados medindo 8 m, com 4 cm de
espessura de massa de cimento. Calcular o volume necessario de massa para
revestir essa area.

Resolucdo:

A camada de cimento tera a forma de um paralelepipedo reto retangulo de base
quadrada, com 8 m de lado e 4 cm de altura.

Como a espessura do revestimento é de 4 cm ou 0,04 m, temos que o volume
necessario de massa é:

V=a.b.c
V=8.8.0,04
V =2,56

Logo, sdo necessarios 2,56 m3 de massa para fazer o revestimento.
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CONCEITOS E CONTEUDOS

vOLUME DO CcvkO

Como o cubo € um caso particular de paralelepipedo
reto retangulo com todas as arestas de mesma
medida seu volume é:

3
V;ubo — a a

EXERCICIOS RESOLVIDOS

De um cubo de aresta 4 cm foram retirados prismas retos, de bases quadradas
de 1 cm de lado, conforme mostra a figura. Determine o volume do sdélido
restante

e

Resolucgao:

Temos um cubo de aresta 4 cm, cujo volume pode ser calculado por:

V=a3

V =43=64cm3

Note que foram retirados prismas retos de base quadrada.

O prisma vertical tem base quadrada de aresta 1 ¢cm, ou seja, area = 1cm?2. E sua
altura mede a altura do cubo, ou seja, 4 cm. Temos, entdo:

V = area da base vezes altura =1 .4 =4cm3.

Note que o prisma horizontal também tem volume = 4cm3, por ter base medindo
1T cm x 1 cm (Tcm?) e altura 4 cm, ou seja, V= 1cm2 .4 cm = 4 cm3. No entanto,
desse prisma ndo foi retirado esse volume de 4 cm3, porque o “cubinho”
formado no meio ja foi retirado do prisma vertical. Como esse “cubinho” tem
aresta medindo 1 cm, seu volume é 1cm3. Assim, do prisma horizontal foi
retirado 4cm3 -1cm3 = 3 cm3.

Vale observar, ainda, que o volume do cubo retirado pode ser obtido ao somar o
volume do prisma vertical com o volume do prisma horizontal (retirando o
volume do “cubinho” para evitar que ele seja considerado duas vezes), ou seja,
4cm3+3cm3=7cm3.

Temos, entdo, volume do cubo (64 cm3) menos volume dos prismas retirado
(7 cm3) é igual a 57 cm3. Portanto, o volume do sélido restante é 57 cm3.
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https://youtu.be/wQpi2ZfrITw?si=aULS3wxmG-kIiP2U
https://youtu.be/wQpi2ZfrITw?si=aULS3wxmG-kIiP2U

CONCEITOS E CONTEUDOS

PRINCIPIO DE CAVALIERI

Conseguimos estabelecer uma férmula para o volume de um paralelepipedo
retangulo de maneira intuitiva; entretanto, para determinar a expressdao do
volume de outros sélidos, o processo ndo é tao simples. Uma maneira que pode
ser utilizada para a obtencdo do volume de um sélido € adotar como axioma um
resultado formalizado pelo matematico italiano Bonaventura Francesco Cavalieri
(1598-1647), que é conhecido como principio de Cavalieri.

Antes de enunciar o principio de Cavalieri, vamos apresentar um exemplo para
que ele possa ser compreendido de maneira intuitiva.

Considere algumas chapas metalicas em forma de paralelepipedo reto,
empilhadas de duas maneiras diferentes, como mostram as figuras.

figura 1 figura 2

Perceba-se que o0 volume de cada uma dessas pilhas é o mesmo,
independentemente da maneira como as chapas sdao empilhadas.

A formalizagdo dessa situa¢do, que veremos a seguir, € conhecida como
Principio de Cavalieri.

Considere os sdlidos S, e S,, cuja
altura h é a mesma, apoiados em
um mesmo plano horizontal o, € um
plano B, paralelo a o, que determi-
na em S, e S, duas regides planas
de areas A, e A,. Nesse caso, se
A=A, para qualquer plano B, te-
mos que o volume de S, é igual ao
de S,, ou seja, V; =V, .



https://youtu.be/wQpi2ZfrITw?si=aULS3wxmG-kIiP2U
https://youtu.be/wQpi2ZfrITw?si=aULS3wxmG-kIiP2U
https://youtu.be/wQpi2ZfrITw?si=aULS3wxmG-kIiP2U

CONCEITOS E CONTEUDOS

VOLUME DE uMm PRISMA QUALQVER

Vimos que podemos calcular o volume de um paralelepipedo retangulo pela
féormulaV=a.b.c

Agora, utilizando o Principio de Cavalieri, vamos obter o volume de um prisma
qualquer. Para isso, consideremos um paralelepipedo reto retangulo (Sq) e um
prisma qualquer (Sp), apoiados em um plano horizontal & , ambos de altura h e
de bases com areas iguais e todo plano 3, paralelo a @@, determina em S, eSS,

duas regides planas de areas iguais.

lustragdes: Acervo da editora

Pelo Principio de Cavalieri, temos que os dois sélidos tém o mesmo volume:

Vs

1

- VSZ

Como estudamos anteriormente, o volume do paralelepipedo reto retangulo é
dado por VS1 = Ab- h

Assim, o volume do prisma também é dado por V52= A,. h

Portanto, podemos determinar o volume de um prisma qualquer multiplicando
a area da base pela medida da altura.

V =Ap.h




EXERCICIOS RESOLVIDOS

Calcule o volume de um prisma regular hexagonal, sabendo que sua altura é 8

cm e que a aresta de sua base mede 4 cm.

Resolugdo:

Bcm

4 om

4em

V =Ap.h

Calculando a area da base (area de um hexagono), temos:

a2v/3

Abase = 6.

Calculando o volume, temos:

Portanto, o volume desse prisma regular hexagonal é 192V3 cm3.

PGP >IGP S >LEp SIS Sl 10,5 55D S GP oOXIP S Iep

V = Apuse - altura
V= (21v3) -8

V = 192V3



EXERCICIOS RESOLVIDOS

Calcular o volume de ar contido em um galpao que tem a forma do prisma
representado abaixo.

Resolucao:

Vamos decompor a figura do galpdao em duas partes com formas de prisma.

3m

5m

o 2

am

4 m

Forma de paralelepipedo

Forma de prisma reto
reto retangulo

de base triangular

4.1
Bigee =4.5,altura =3 Ay = = = 2, eltura =5
‘/]-l — Abase-a’ltUTa ‘/2 = Abase.altUT(E

Vi =20.3 =60 Vo=25=10

|

Logo, o volume total de ar contido no galpdo é dado por Vj + V5, , ou seja, 60 +
10 = 70m3.




EXERCICIOS RESOLVIDOS

Um reservatério cheio de agua tem a forma de um prisma hexagonal regular

como o representado na figura abaixo. Se forem consumidos 3 000 4/3 litros,
quanto baixara, em metro, o nivel de agua desse reservatorio?

Resolucao:

Vamos representar por X, em metro, quanto baixara o nivel da agua no
reservatoério.

Os 3 000y/3 litros consumidos ocupam um volume de prisma hexagonal regular
de mesma base do prisma da figura e altura de x metro.

Zm

A base do prisma € uma regido hexagonal regular de lado 2 m, cuja area € dada
por:

6.12. 6.22.4/3
Abase = l \/g = Abase = \/7

= Abase = 6\/§

O volume da parte do prisma correspondente aos 3 0004/3 litros é:

V = Apase.x = 6\/5'39 / » Lembre que 1000 litros = 1m3
Como 3000 /3 litros = 3/3 m3, temos:

6v/35 =3/3=5=0,5

Portanto, o nivel de agua baixara 0,5 m.
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CONCEITOS E CONTEUDOS

vOLUME DA PIRAMIDE, DO CILINDRO E DO CONE

Os calculos dos volumes da piramide, do cilindro e do cone podem ser
estudados com mais detalhes e vocé pode conferir apontando a camera do seu
celular para o QR CODE no final da pagina ou clicar no botao abaixo de cada
cédigo.

i
3

e VOLUME DO CILINDRO: |/ — ﬂ"}“zh

e VOLUME DA PIRAMIDE: |/ —

Ap.h

Vale lembrar que estudamos a area total do cilindro no material anterior e
vimos que a area da base é a area de um circulo de raio r.

Observe que podemos entender que |/ = ﬂ-’rzh € o mesmo que calcular a area
da base vezes a altura, uma vez que a area da base do circulo é determinada

por 7rp?.

|

e VOLUME DO CONE: |/ = —7r?"2h

3



https://youtu.be/2xwwsC5JMQo?si=9cDg5M6IjLEaHw4d
https://youtu.be/THShF38zLCc?si=oTvFLGhzI1J8n-kp
https://youtu.be/zUnUhxpG17o?si=utsPYJPmT7_5wN4C
https://youtu.be/2xwwsC5JMQo?si=9cDg5M6IjLEaHw4d
https://youtu.be/2xwwsC5JMQo?si=9cDg5M6IjLEaHw4d
https://youtu.be/THShF38zLCc?si=oTvFLGhzI1J8n-kp
https://youtu.be/THShF38zLCc?si=oTvFLGhzI1J8n-kp
https://youtu.be/zUnUhxpG17o?si=utsPYJPmT7_5wN4C
https://youtu.be/zUnUhxpG17o?si=utsPYJPmT7_5wN4C

EXERCICIOS RESOLVIDOS

Vamos calcular o volume aproximado da piramide de Quéops, considerando que

a base é um quadrado cuja medida da aresta € aproximadamente 230 metros e
a altura aproximadamente 147 metros.

Joana Kruse/AlamwFotosrena

Resolucao:

Como a piramide tem base quadrada, vamos utilizar a férmula vista
anteriormente para calcular o volume:

1
Vs g.Ab.h

1
V=g 2302 - 147 = 2 592 100m’

Logo, a piramide de Quéops tem o volume aproximado de 2 592 100 metros
cubicos.

Pretende-se pintar externamente a base inferior e a superficie lateral de um
vaso que tem a forma de um cilindro reto em que o diametro da base mede 40
cm e a altura mede 36 cm. Considerando a espessura do vaso desprezivel,
calcule a area da superficie a ser pintada e a maior quantidade de terra que

pode ser colocada em seu interior. Considere ™ = 3.

Resolucdo:

Comor = 20cme h = 36 cm, temos:

A = area da superficie aser pintada=A=nr+2n:r-h=

=A=3-20°+2-3-20-36=A=5520cm’

V=volumedovaso=V=n-r-h=V=3-202-36=V =43200cm?

Logo, a area da superficie a ser pintada € 5520 cm® e o volume maximo de terra que pode ser
colocado no vaso é 43200 cm”.




EXERCICIOS RESOLVIDOS

Uma casquinha de sorvete tem a forma de um cone reto em que a altura mede

7,5 cm e o raio da base mede 2,5 cm. Determine seu volume, considerandon = 3, 14
= il

THINESTOOMGETTY IMAGES

Resolucdo:
1
¥ = E.W.Tz.h
1
V=§.3,14. @.8Y .75
|
V=2.314.625.75

V= % . 147, 1875

V =49,0625

Portanto, o volume da casquinha de sorvete é de,
aproximadamente, 49 cm3.

E RETOMANDO O PROBLEMA DO INicIO

Calcule quantos litros de agua contém g%
a piscina, sabendo que a agua ocupa S
12 metros de comprimento, 7 metros -- f;é;
de largura e apenas 2,10 metros de altura. 2,70m g“‘
Resolucao:

V=a.b.c

V=12.7.2,10

V=176,4 m3

Cada 1 m3 =1 000 litros. Portanto, 176,4 cm3 = 176 400 litros.




Dies: dle estudo

Assista ao video volume da esfera
apontando o celular para o QR CODE ao lado
ou clique no botao abaixo.

Clique aqui

~ V4 ~ ® ?
voc® g C\“e:\neﬂ“’“‘c

A técnica mnemodnica ou mnemonica ¢ uma técnica com O
objetivo de auxiliar a memoria. Sio, tipicamente, verbais, ¢
utilizadas para memorizar listas ou formulas, baseados no
principio de que a mente humana tem mais facilidade de
memorizar dados quando estes sdo associados a informacgao
pessoal, espacial ou de caracter relativamente importante, do
que dados organizados de forma nao sugestiva (para o
individuo) ou sem significado aparente. Porém, estas
sequéncias tém que fazer algum sentido, ou serdao igualmente
dificeis de memorizar.

Veja um exemplo de memorizagdao da
formula do volume da esfera por meio de
uma parddia ensinada numa sala de aula
apoOs a sua demonstracgao.

Vocé ja aplicou alguma técnica de
memoriza¢ao em sala de aula?
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https://www.youtube.com/watch?v=AqNwkiAw0Kk
https://www.youtube.com/watch?v=AqNwkiAw0Kk
https://www.youtube.com/watch?v=AqNwkiAw0Kk
https://youtu.be/ahrtr4ANgjM?si=_6w8iqB3MHKFLkeZ
https://youtu.be/ahrtr4ANgjM?si=_6w8iqB3MHKFLkeZ
https://youtu.be/ahrtr4ANgjM?si=_6w8iqB3MHKFLkeZ

Atividade 1 ATIVIDADES PARA 0S ESTUDANTES

(PAMA11039AC) Observe o dicionario ilustrado abaixo que sera guardado em uma prateleira.

v

=
o
o
=
r\J }_ H
,E
®)

As dimensdes desse dicionario sdo 7 cm de altura, 21 cm de largura e 28 cm de comprimento. Qual é o
espaco, em cm? que esse dicionario ocupara na prateleira?

A) 56
B) 175
C) 343
D) 595
E) 4116

Atividade 2

(M12039548) Um colch&o de solteiro de espuma tem a forma de um bloco retangular com 1,80 m de
comprimento, 0,80 m de largura e 0,30 m de altura.

O volume de espuma desse colchao, em m?, é

A) 0,240

B) 0,432

C) 0,540

D) 1,440

E) 2,900

Atividade 3

(PAMA11042AC) O cubo representado abaixo possui aresta igual a 3 cm.

O volume desse cubo é

A) 9 cm?

B) 12 cm?®
C)18cm?
D) 27 cm?
E) 54 cm?®

DELLDZLL DKL D




ATIVIDADES PARA O0S ESTUDANTES

(M120560A9) A base de um prisma reto € um hexagono regular com 43 cm? de area.
Se a altura desse prisma mede 443 cm, quanto mede seu volume?

A) 16V3 cm?

B) 8v3 cm

C) 16 cm®

D) 48 cm®

E) 64 cm®

m11zzas1) Uma piramide quadrangular retangular tem altura igual a 9m e aresta da base igual a 2m, conforme
mostra a figura:

A

9m

O volume dessa piramide &:
Ay m?

B) 11 m*

C) 12 n¥

D)1&8 m*

E) 36 m*




ATIVIDADES PARA O0S ESTUDANTES

M120227G5) Para o tratamento de agua potavel de uma pequena cidade foi construido um reservatorio com
o formato de um cilindro circular reto cujo diametro interno da base mede 3 m e a altura interna mede 8 m.
A capacidade maxima de agua, em litros, desse reservatdrio é

A) 15065 Dados:

B) 56 520 1m? = 1 000L
C) 75 360 N

D) 177 472 ;

E) 226 080

(11273sl) Uma lanchonete utiliza um coador de café, em forma de cone, com 6 cm de raio da base por 12 cm
de altura.

Qual € o volume maximo de café, em cm?, que pode ser feito nesse coador?
A) 48

B) 144

C) 48z

D) 72n

E) 144xn

(PAMA11109AC) Um copo tem o formato de um cilindro reto conforme mostra a figura abaixo.

........... O

12 cm

........... kM_____‘_-/J.

. &
10 cm

Esse copo contém 130,4 cm® de agua. Quantos cm® ainda cabem nesse copo?
A) 188,4 Considere m = 3,14
B) 246,4
C) 376,8
D) 811,6
E) 9420
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