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Funcdo Logaritmica

DESCRITOR DO SAEB D28 - Identificar a representacao algébrica e/ou grafica de uma funcdo
logaritmica, reconhecendo-a como inversa da func¢do exponencial.

HABILIDADES DO EM13MAT305 Resolver e elaborar problemas com funcdes

CURRICULO logaritmicas nos quais seja necessario compreender e interpretar a

RELACIONADAS variacdo das grandezas envolvidas, em contextos como os de

AOS DESCRITORES abalos sismicos, pH, radioatividade, Matematica Financeira, entre
outros.

HABILIDADES OU
CONHECIMENTOS
PREVIOS

EFOOMAO3/ES Efetuar calculos com nuUmeros reais, inclusive
poténcias com expoentes fracionarios e decimais (radiciacao).




MATEMATICA

CONTEXTUALIZACAO

Logaritmos e suas maravilhas

[..] A palavra logaritmo vem de "logos" que em grego significa razao e "aritmo" numero. O
conceito de logaritmos foi introduzido pelo matematico escocés John Napier (1550 - 1617) e
aperfeicoado pelo inglés Henry Briggs (1561- 1630). No ano de 1614, ou seja, a mais de 400
anos passados, Napier criou uma maneira de simplificar calculos com a invencdo dos
logaritmos. Naquela época, multiplicar, dividir, calcular poténcias era um trabalho arduo. O
surgimento dos logaritmos representou para a época um grande salto na realizacdo de
operacdes aritméticas, transformando os produtos em somas e os quocientes em diferencas.
Naquele periodo, os logaritmos representaram um grande instrumento que alavancou os
estudos da astronomia e navega¢dao. Também em 1614, Napier publicou seu trabalho sobre
logaritmos no livro "Descri¢do das maravilhosas Regras dos Logaritmos".

Uma importante aplicagdo dos logaritmos encontra-
se na escala Richter que mede a magnitude de
terremotos. Em 1935, mais de trés séculos depois que
Napier iniciou a criacao dos logaritmos, os sismologos
Charles Richter e Beno Gutenberg desenvolveram a
escala Richter que é uma escala logaritmica. Na
ocorréncia de terremotos, a energia liberada vem em
forma de ondas. A escala Richter esta associada ao
valor do logaritmo da medida da amplitude maxima
de onda, amplitude essa medida usando-se aparelhos
denominados sismografos. Fonte: Dante, 2014, p. 174
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Os logaritmos sao usados também na fisica, uma das aplicaces esta na escala de decibéis que
mede a intensidade de sons suportaveis pelo ouvido humano. Existe um valor minimo de
intensidade de som, abaixo do qual é impossivel o ouvido humano percebé-lo e existe
também uma intensidade maxima de som suportavel pelos nossos ouvidos. A escala de
decibéis também é uma escala logaritmica.

Na quimica, os logaritmos sao utilizados para calcular o pH ( potencial hidrogenidnico) de soluc¢ao
aquosa. O pH é uma escala logaritmica que expressa o grau de acidez de uma solugao, sendo

"0< pH < 14". Quando "0< pH < 7", a solug¢do é acida. Se "7< pH < 14" a solugdo é basica e quando
"pH = 7" a solucao é neutra.

Os logaritmos se aplicam em outras ciéncias e, assim como as func¢des exponenciais, descrevem
varios fendmenos presentes na natureza.

Texto retirado no Jornal Estaddo de Minas, com algumas adaptagdes. Disponivel em:
https://www.em.com.br/app/noticia/especiais/educacao/enem/2015/04/28/noticia-especial-
enem,641856/logaritmos-e-suas-maravilhas.shtml#google_vignette
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https://m3.ime.unicamp.br/arquivos/998/TELA-baralho_magico---o_experimento.pdf
https://m3.ime.unicamp.br/arquivos/998/TELA-baralho_magico---o_experimento.pdf

CONCEITOS E CONTEUDOS

DEFINIGEO

Considerando um numero real a, a> 0 e a # 1, definimos como func¢do logaritmica de base a
toda funcao J:RL =R definida por f(z)=log,z ,ou seja, a funcdo logaritmica possui
dominio nos reais positivos, contradominio nos reais e associa a cada valor x do dominio um
ndamero na forma logaa:, sendo a base a maior que zero e diferente de 1.

EXEMPLO DE FUNGGES LOGARITMICAS

f(z) = logsz
f(z) = logosx
f(z) =logrx

DOMIiNIO DA FUNEAO LOGARITMICA

Como vimos na definicdo, a funcdo logaritmica é uma funcdo com dominio real positivo (ndo
nulo). Sendo assim, antes de resolvermos uma funcdo logaritmica, precisamos verificar a
definicdao do dominio dessa funcao.

EXEmpPLO

a) Determine o dominio da fungdo f(z) = logs(4 — x)

Pela definicdo, o dominio deve ser real positivo, ou seja, (4 - x) > 0.
Resolvendo a inequacdo, temos que

4-x>0

-X>-4

X<4

Assim, o conjunto dominio dessa funcdo é: D = zeR|z < 4

b) Determine o dominio da funcdof (z) = logs(2?® + = — 12)

Pela definicdo, x2 + x - 12> 0. Para resolvermos a inequag¢ao\vamos, inicialmente calcular as
raizes da equacgdo do 2° grau. Aplicando a formula de Bhaskara, encontramos as raizes 3 e - 4.
Fazendo o estudo do sinal da inequacao

m Os valores que satisfazem a condicdo de existéncia do
+ dominio sdo, x <-4 ex>3.
Logo, o dominio da funcdo é {ze€R|z < —4 ouz > 3}




CONCEITOS E CONTEUDOS

c) Determine o dominio da funcdof(z) = loge—s)(x + 1)

Neste caso, precisamos observar a condicdo de existéncia tanto da base do logaritmo,
quanto do dominio da funcdo. Assim, para a condicdo de existéncia:

e base:

1)2-x>0 2)2-X # 1

-X>-2 -x #1-2

X < 2. -x?é-1
X # 1

e dominio:

x+1>0

X>-1

Determinando a intersecdo entre os valores de x para base e dominio temos que X precisa

se;émenor do que 2, maior que - 1 e diferente de 1, Logo, o dominio é: zeR| -1 <z <2 e
r # 1

d) Determine o dominio da fungao f(x) = log(gx_g)(—x2 + 22 + 3)

e Condicao de existéncia da base:

Iy —3 =0 2x—3 =1
Ty = 3 2x=143
3 2x =4
I}i 4

x?‘:z
Xz 2

e Dominio —x*+2x+3>0
Calculando as raizes da equacao, temos x =- 1 e x = 3. Analisando o comportamento da
equacao, pelo grafico, temos:
Os valores que satisfazem a condicdo de existéncia do
(—A dominio sdo, - 1 <x < 3.
Logo, o dominio da funcdo é 3 <r<3ex#2
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CONCEITOS E CONTEUDOS
GRAFICO DE UmA FUNGAO LOGARITMICA

A func¢do logaritmica, assim como as demais func¢bes, possui um grafico caracteristico.
Vamos construir os graficos e analisa-los.

a) Represente o grafico da funcao logaritmica J:RL — Rdada porf(x) = logox
A base da funcdo logaritmica é 2 e, na busca por alguns pontos de seu grafico, € conveniente
que os valores escolhidos para x no dominio sejam poténcias de 2.

X f(z) = logow YA
1 1 1

1 f(Z) = 10921 =2

1 1 1

9 f(g) - 10925 =—1

Algumas propriedades associadas a fun¢ao logaritmica com base maior que 1:

e Afuncdo f(x) = logax é uma funcao crescente.

e O contradominio e a imagem da fungdo f(x) sdo iguais.

e Na funcdo f(x) =10g2x" cada elemento do dominio possui um Unico correspondente
associado no contradominio.

e A curva esta toda a direita do eixo das ordenadas, pois o dominio (D) da funcao é dado
por D = Ri . Desse modo, o eixo das ordenadas é uma assintota da curva.

e A curva intercepta o eixo das abscissas no ponto (1,0).
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CONCEITOS E CONTEUDOS

GRAFICO DE UmA FUNGAO LOGARITMICA

b) Represente o grafico da funcao logaritmica ¢ : Ri — R dada por 9($> = ZOQ%$

A

base da funcdo logaritmica é 1/2 e, na busca por alguns pontos de seu grafico, é

conveniente que os valores escolhidos para x no dominio sejam poténcias de 2.

x | gla)=logix

Algumas propriedades associadas a fun¢do logaritmica com base no intervalo aberto de 0 a

1:
°
.

A funcao 9(33) = ZOQ%JJ é uma fungao decrescente.

O contradominio e imagem da funcdo g(x) sao iguais.

Na funcao g(a;) = log%x cada elemento do dominio possui um unico correspondente
associado no contradominio.

A curva esta toda a direita do eixo das ordenadas, pois o dominio (D) da func¢do é dado
por D = Ri. Desse modo, o eixo das ordenadas é uma assintota da curva.

A curva intercepta o eixo das abscissas no ponto (1,0).

Em varias situa¢des, nos deparamos com func¢des mais complexas envolvendo logaritmos. A
seguir, vamos mostrar como esbocar/construir o grafico dessas funcdes.
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CONCEITOS E CONTEUDOS

RELAGAO ENTRE A FUNGAO EXPONENCIAL E LOGARITMICA

A comparagdo entre as fun¢des exponencial e logaritmica € muito comum, visto que essas fun¢des sdo consideradas
como fungdo inversa uma da outra. Mas por qué?

Vamos observar a relacdo existente entre essas fun¢des, a partir do esboco do grafico de cada uma dela.

EXEmpPLO

Considere as funcdes f(x) = logor e glz) = 27,
Inicialmente, vamos representar o grafico de cada uma, separadamente. Por meio do software Geogebra, temos:

flz) = logax

Ao construirmos as funcdes f(x) e g(x) no mesmo plano cartesiano, percebemos que, uma funcdo é simétrica a outra.
Neste caso, temos que as fun¢Bes sdo inversas uma a outra. A reta r é a bissetriz dos quadrantes e indica essa simetria
(de reflexao) entre as fungdes.

35

Lembre da relacdo

logsb=x < a®* =0




EXERCICIOS RESOLVIDOS

Esboce o grafico da fungéo f(f) =1+ 109233

A base do logaritmo é igual a 2. Os valores que escolheremos para x serao uma poténcia de 2.

X | (@) =1+log f(x)?

L p) =1+ 1ogg = -2

8

1 1 1

Z f(z):1+109212—1

1 1, _ 1_

5 f(g)—1+log22—0

1 f)=1+1log1 =1 %
2 | f(2)=1410g2 =2

4 | f(4)=141log4d =3
Para esbogar grafico de uma fungdo da forma f(z) = log,x + k
com a positivo e diferente de 1 e kelR , podemos primeiramente esbocar o grafico da fungao

log,x . Em seguida, devemos “deslocar” esse grafico k unidades para cima (se k > 0), ou para
baixo (se k< 0).

Esboce o grafico da funcdo f(x) — log% (33 - 2)
De acordo com a condi¢do de existéncia do logaritmo, temos que x - 2 > 0, logo, x > 2 . Dessa

forma, vamos escolher valores convenientes para o dominio da nossa funcao. Observe a base
a=1/3.

x| f(z) =logi(z —2) x| f(z) =logi(z—2)
11 |f(11) = log1(9) = -2 / f(g) = log%(%) =1
5 f(5) =log1(3) = —1

D ) =togy(5) =2
3 |f(3) =log:(1) =0



EXERCICIOS RESOLVIDOS

f(x)

Para esbocar o grafico de uma funcdo da formaf(z) = log.(z + k), com a real positivo e diferente
de 1, com keR, podemos esbocar primeiramente a funcdo f(z) = log.x . Em seguida, devemos
“deslocar” esse grafico k unidades para a direita (se k < 0) ou para a esquerda (se k > 0). Além
disso, devemos verificar as condi¢bes de existéncia do logaritmo, que implicam que o
logaritmando (x + k) deve ser maior do que zero. Portanto, temos que x + k> 0, ou seja, x > - k.

Determine o dominio da fungado f(v) = logs(2x — 12)
A condicdo de existéncia da funcao é que 2x - 12 seja maior que zero.

2x—12>10

2x > 12

12
75

x>=6
Assim, temos que o dominio da fungdo é x€ R|x>6

Classifique em crescente ou decrescente cada uma das funcgoes:

a) f(x) = loggx - A base do logaritmo é maior do que zero (9 > 0), logo a fungdo é crescente

b) g(x) = logosx . A base do logaritmo é um nimero entre zero e um (0 < 0,4 < 1), logo a funcdo
é decrescente

T
c) h(z) = logzx. A base do logaritmo maior que um  ( 3 > 0), logo a fungdo é crescente



EXERCICIOS RESOLVIDOS

A altura (em metros) de um arbusto em uma dada fase de seu desenvolvimento pode ser
expressa pela funcdo h(t) = 0,5 + logs(t + 1) onde o tempo t é dado em anos.
a) Qual a altura, em metros, o arbusto atingira apés 8 anos?

Substituindo t = 8 na fung¢ao, temos:

h(8) = 0,5+ logs(8 + 1)

h(8) = 0,5 + logs(9)

Sendo log;(9) =2, temos que h(8)=0,5+2=2,5m

ApOs 8 anos, o arbusto tera a altura de 2,5m.

b) Quantos anos o arbusto demora para atingir a altura de 4,5m?
Substituindo h(t) = 4,5 na fungdo, temos:
4,5 =0,5+logs(t+ 1)

Resolvendo a equacao,
4,5—0,5=logs(t+ 1) -
4 =logs(t+1) ﬁ
Aplicando a definicao de logaritmo, encontramos
3 =t+1
81 — 1=t — t = 80anos

O arbusto levara 80 anos para atingir a altura de 4,5m.
c)Esboce o grafico que representa o crescimento do arbusto em fun¢ao do tempo.

Pela definicao, temos que t + 1 > 0, ou seja, t > - 1. Como
estamos contando o tempo, em anos, consideramos numeros
inteiros ndao nulos. A base é igual a 3, vamos determinar
0 | h(0)=0,541og3(0+1) =0,5 nimeros para t, de tal forma que os valores de x sejam
poténcia de 3.

t h(t) = 0,5+ logs(t + 1)

2 h(2)=0,5+10ogs5(2+1)=1,5
g h(8)=0,5+logs(8+1) = 2,5

Por se tratar do crescimento de um
arbusto, ndo é possivel considerar o
tempo negativo. 0




ATIVIDADES PARA O0S ESTUDANTES

Atividade 1

Determine o dominio das fun¢des a seguir:
a) f(x) = logz(5z — 6)

by f () = loga(z® = 9)

0 g(z) = log(z* — 5x + 6)

Atividade 2

Esboce os graficos das funcdes:
) f(x) = logy (x +2)

b) f(z) =2+ logsx
o flz)=logs(x —4)+3

d) f(x) = logs(z —2) — 1

Atividade 3

A lei seguinte representa uma estimativa sobre o numero de funcionarios de uma empresa,
em funcdo do tempo t, em anos, de existéncia da empresa:

f(t) =400 + 50.logs(t + 2)

Quantos funcionarios a empresa possuia no ano da sua fundagao?

Atividade 4

O valor de certo imposto pago por uma certa empresa, com V em milhares, em fung¢do do
tempo ocorre segundo a fungdo V (¢) = log,(t + 4) , COM t em meses.

a) Determine o valor do imposto que sera pago daqui a 4 meses.

b) Determine o tempo no qual a empresa pagara R$ 6.000,00 de imposto.




ATIVIDADES PARA O0S ESTUDANTES

Atividade 5

O volume de um reservatorio em fung¢ao do tempo é dado em litros pela funcao:
V(t) =300+ 4.logy (t — 1)

Considere que t>1, e t € dado em dias e V(t) € dado em litros. Sendo assim, ap6s quantos
dias o volume da piscina sera de 284 litros?

A) 12 dias
B) 14 dias
C) 15 dias
D) 16 dias
E) 17 dias

Atividade 6

Sobre a funcao logaritmica, julgue as afirmativas a seguir:

| O dominio da funcao logaritmica é o conjunto dos numeros reais.
Il Afuncdo logaritmica é crescente quando a sua base é maior que 1.
Il Afuncdo logaritmica é decrescente quando sua base é negativa.

A) Somente a | é verdadeira.

B) Somente a Il é verdadeira.

C) Somente a Il é verdadeira.

D) Somente a Il e a lll sdo verdadeiras.
E) Somente a | e a Il sdo verdadeiras.

Atividade 7 @ (DESAFIO)

A altitude (h) acima do nivel do mar, em quildmetros, durante o voo de um avido é dada em

1
fun¢do de pressdo atmosférica p, em atm, i(p) = 30.log1o(~)
p

Em determinado instante , a pressao atmosférica medida pelo altimetro desse avido era de
0,8atm . Nesse instante , a altitude do avido, em quildbmetros, considerando log,2 = 0, 3, era de:

A) 2
B)3
Q6
D)8
E)9

PR B SR ESRESRET 2 13 2T SIS



RESOLUCAO PARA O PROFESSOR

Atividade 1
Aplicando a defini¢do, temos:
) 5i-6>0
Sx =6
.6
75
1
Os valores maiores que 6/5 representam a
parte positiva da imagem . Logo, esses
valores satisfazem a inequacdo
0 1 {6/5 2
b) x2—9 >0

As raizes sdox=3ex=-3.
Analisando o comportamento do grafico, temos que a f(x) > 0, para valores menores que -
3 e maiores que 3. Logo, o dominio real é para osvalores x<-3ex>3.

e

Os valores maiores que 3 e menores que -3 se associam
com a imagem positiva (parte positiva de y).

C) x*=5x+6>0

As raizes saox=2ex=3.
Analisando o comportamento do grafico, temos que f(x) > 0, para valores menores que 2 e
maiores que 3. Logo, o dominio real é para os valores de x<2e x> 3.

4

- Os valores maiores que 3 e menores que 2 se associam
com a imagem positiva (parte positiva de y).




RESOLUCAO PARA O PROFESSOR

Atividade 2

Professor(a), para melhor visualizacdo da constru¢cdo e do comportamento do grafico,
sugerimos que as fun¢bes sejam construidas no software disponivel em:
https://www.geogebra.org/calculator

Discuta com os estudantes sobre o dominio das fun¢des e como estabelecer os elementos
para esse conjunto, observando a base do logaritmando.
Retome aos exercicios resolvidos da pagina 8 e 9 para a construcdo dos graficos

Atividade 3

Considerando o ano de fundagcaot=0

F(0) = 400 + 50.log,(0 + 2)
£(0) = 400 + 50.log, 2

1
f(0) =400 +50.5

£(0) = 400 + 25
F(0) = 425

A empresa possuia 425 funcionarios

Atividade 4

) V(4) = log,(4 + 4)
V(4) =log. 8
V{4) = log, 23
V(4) =3

Daqui 4 meses, o imposto a ser pago é de R$ 3.000,00

b) 6 =log.(t +4)

26 =t + 4
64—4=t

60 =t
O valor de R$ 6.000,00 sera pago daqui a 60 meses, ou seja, 5 anos.



https://www.geogebra.org/calculator
https://www.geogebra.org/calculator

RESOLUCAO PARA O PROFESSOR

-4
300 + 4log, (t - 1) = 284 (l) -1
2
4log,(t — 1) = 284 — 300 2% o f—1
16=t-1
alog,(t — 1) = 16 t=16+1
twdT
16
log,(t—1) i
fﬂg%(t—‘” =-4
Letra E

| Falsa, pois o dominio é formado pelos numeros reais positivos.

Il Verdadeira. Se a base € maior que 1, a fun¢do é crescente.

[l Falsa. A base nao pode ser negativa. Para que a funcdo seja decrescente, sua base
precisa ser um numero maior que 0 e menor que 1.

Letra B

1
n(0,8) = 30.logyg (ﬁ)

10
1(0,8) = 30.logyo
h{0,8) = 30.[log,y 10 — log,, 8]
h(0,8) = 30.[ 1 — logyp 23]
h{0,8) = 30.[1— 3.0,3]
h(0,8) = 30.[1—0,9]
h(0,8) = 30.[0,1]
h(0,8) = 3

Letra B




ATIVIDADE 5: E
ATIVIDADE 6: B
ATIVIDADE 7: B




REFERENCIAS

Dante, Luiz Roberto. Matematica Contexto & Aplicacdes. 2. ed. Sdo Paulo: Atica, 2014.

Fonseca, Fred [et al.]. Cole¢do Ensino Médio 12 Série. Belo Horizonte: Bernoulli Sistema de
Ensino, 2024

Lezzi, Gelson, [et al.]. Matemaética: Volume Unico. 4 ed. - Sdo Paulo: Atual, 2007

Paiva, Manoel. Matematica: Paiva/ Manoel Paiva - 2 ed. - Sdo Paulo: Moderna, 2013.

Smole, Katia Cristina Stocco; Diniz, Maria Ignez de Souza Vieira. Matematica: ensino médio:
volume 1. 6 ed. Sdo Paulo: Saraiva, 2010.




