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MATEMATICA
CONTEXTUALIZACAO

O Principio de Cavalieri e o calculo de volume

O principio de Cavalieri foi desenvolvido para facilitar o calculo do volume de soélidos
geomeétricos. Existem alguns sélidos que possuem formas que dificultam o calculo de seus
volumes. Para facilitar essa tarefa, Cavalieri recorreu a comparacao de volumes entre
solidos conhecidos. O principio desenvolvido por esse estudioso diz que, se existem dois
solidos geométricos de mesma altura, ao corta-los com um plano paralelo a base, em
qualquer altura dos sélidos, se a area da interseccdao com os dois sélidos for sempre a

mesma, entdo esses solidos terao volumes iguais.  prisma (4) Cilindro (B)
O matematico italiano Bonaventura L v e
Francesco Cavalieri realizou estudos : S B_.'
para o calculo do volume de solidos | TN B | /Y
geométricos. Durante seus estudos, e ' S
ele publicou o método do indivisivel, "
gue hoje é conhecido como principio _ o |t , | i
de Cavalieri. :;’";"" e <

___di. _______ ’: ____________ xh__.,_-/_{ i RS,

Por meio da comparacao entre sélidos geométricos, o principio de Cavalieri diz que dois
solidos geométricos que possuem a mesma altura terdo o mesmo volume se as figuras
planas formadas pelas sec¢bes planas paralelas a base, em qualquer altura dos sélidos
geométricos, tiverem sempre a mesma area.

Como essa figura pode ter uma base no formato de qualquer poligono, para calcular o
volume do prisma, utilizamos a seguinte férmula:

V=Abxh
V  volume
Ab  areada base
h altura

A area é calculada de acordo com o formato da base, ou seja, de acordo com o poligono
que a forma.

Fonte: Site Preparaenem
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CONCEITOS E CONTEUDOS

VOLUME DE PRISMAS

Podemos dizer que calcular o volume de um prisma é o mesmo que calcular a quantidade de
espac¢o que ele ocupa. O volume de uma figura espacial é a comparacado da regido que o sélido
ocupa no espa¢o com uma unidade de medida de volume. No exemplo a seguir, a unidade
escolhida é conhecida como unidade unitaria, sendo adotada uma regido cubica de aresta
igual a 1 unidade de comprimento (1 u.c.). Observe a ilustracao a seguir:

Regiao 5
do espaco

r
| Fl i—
K = —

: ' 1 . R
_HT \1:___'?_—_—_::’.'} L £
A _ i S anlla:_;ﬁl:r L.C.
A s

= ] | Regido com volume unitario
| | Cubo de aresta = 1 u.c.

O volume da regido S do espaco representa o numero de vezes que a regido contém a
unidade de volume (cubo de aresta medindo 1 u.c.). Observe o paralelepipedo retangulo a
seguir e vejamos como medir o seu volume a partir da unidade de volume (u.v.)

1 u.c

1 u.c

Nivel

3 u.c

L
a A.C
- -

4 u.c

Perceba que, se considerarmos 0s niveis como a area da base, na verdade estamos
multiplicando a area da base e a altura. Outra observa¢do é que o produto das
dimensdes resulta em 24 u.v.

Generalizando, temos: V=a.b.c V =Ab . h em que a, b e c representam as
dimensdes do prisma.
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CONCEITOS E CONTEUDOS

Ga comparacdo de volumes de dois sélidos, podemos, em algumas situa¢des, usar o \
Principio de Cavalieri.

“Considere dois sélidos, A1 e A2, apoiados em um plano a. Se

todo plano a1 // a que intercepta A1 em uma area R1 também

intercepta A2 em uma area R2, tal que as areas R1 e R2 sejam
iguais, entdo os volumes dos sélidos A1 e A2 sdo iguais.

Conheca mais sobre o

A_1 42 Principio de Cavalieri \/

< =1 e e

R, =Ry, Vo, [fa=V, =\

Dessa forma, para a determinacdo do volume de um prisma, podemos usar o Principio de
Cavalieri aplicado a um paralelepipedo que, neste exemplo, possui area da base S1. Veja:

) -.__Ei. -,--l-,:;-- : -.-Ea;,

Paralelepipedo  Prisma com
com drea de area de base 5,

base 5, tal que
5, =5,

Pelo Principio de Cavalieri, esses solidos possuem volumes iguais, ou seja, o volume do
paralelepipedo retangulo € igual ao volume de um prisma de mesma area da base e altura.
V prisma =V paralelepipedo= S1.h =S2.h
Lembre-se que neste exemplo:

S1 - area da base do sélido 1
S2 - drea da base do sdlido 2
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CONCEITOS E CONTEUDOS

VvOLUME DE PIRAMIDES

Veja a seguir a decomposi¢ao de um prisma a partir de uma piramide:

c Al c A c
Solido Piramide Pi‘ de
restante | / | base A'B'C' &
i wvertice C
C : C o=

o ; Al
B \ B \
Piramide P, d 2
bt g Piramide P, de
artice B' base AA'C e
e A C vértice B"
B

Observe que os volumes de P1 e P2 sdo iguais, pois essas piramides tém bases com a mesma
area (AABC e AA'B'C') e alturas iguais (BB’ e CC)).

De forma analoga, os volumes de P2 e P3 também sdo iguais, pois as bases AA'C'C e AAA'C
possuem areas iguais e as alturas possuem a mesma medida (distancia do ponto B’ aos planos
A'C'C e AAC).

Sabemos que o volume do prisma (Vprisma) é calculado pela relacdo Vprisma = Ab.h, em que
Ab é a base do prisma (AABC) e h, a medida da altura.

Observe que tal volume também pode ser determinado pela soma dos volumes das piramides
P1, P2, e P3 (VP1, VP2, VP3, respectivamente)

‘/prisma — VPl + VP2 + VP3 = B%iramz’de = Abh

Ap.h
V;oz'rét\mide — ;

Veja como é determinado, de forma
intuitiva, o volume de uma Piramide



https://pt.khanacademy.org/math/geometry/hs-geo-solids/xff63fac4:hs-geo-cavalieri-s-principle/v/volume-of-pyramids-intuition
https://pt.khanacademy.org/math/geometry/hs-geo-solids/xff63fac4:hs-geo-cavalieri-s-principle/v/volume-of-pyramids-intuition

CONCEITOS E CONTEUDOS

Com base no que foi exposto e no Principio de Cavalieri, temos que o volume de uma
piramide é a terca parte do volume do prisma de mesma base e mesma altura.

Base Base
érei{sj area (5)
I‘\\\\f}__x

Altura Sélido I Sélido 11

Esses prismas possuem volumes iguais, pois tém areas de bases iguais e mesma altura. Da
mesma forma, as piramides possuem volumes iguais. Assim,

1 1
Visstidorv = Visslidorrr = ngélidoI = ngo’lidoII
1
ou seja, o volume de toda piramide sz‘r&mide — g%msma desde que o prisma e a

piramide tenham a mesma altura e a mesma area da base.




EXERCICIOS RESOLVIDOS

Uma caixa de papeldo tem formato de prisma de base retangular e sera fabricada por uma
indastria com as seguintes medidas: 40 cm de comprimento, 20 cm de largura e 15 cm de
altura. Essa caixa ira armazenar barras de doces na forma de um prisma de base
retangular com as dimensdes medindo 8 cm de comprimento, 4 cm de largura e 3 cm de
altura. Qual o numero de doces necessarios para o preenchimento total da caixa
fabricada?

Vamos calcular inicialmente o volume da caixa e o volume do doce. Conforme o enunciado,
a caixa e o doce possuem formatos de prismas de base retangular. Calculando o volume
pelaférmula V = Ay - h , temos:

Volume da caixa Volume do doce
V =40-20-15 V=8-4.3
V=12000 cm3 V=96 cm3

Em seguida, determinamos o numero de doces que podem ser armazenados na caixa.
Numero total de doces armazenados na caixa:

12000/96 =125

Serdo armazenadas 125 barras de doces na caixa com as dimensdes fornecidas.

Um objeto possui formato de um prisma de base hexagonal, como o da imagem a seguir.
Analisando esse objeto, qual o espaco que ele ocupa, ou seja, qual o
volume?

O calculo do volume do prisma é determinado pelo produto da area da base
pela altura. A base deste prisma é um hexagono regular.

15em

[ O hexagono regular é formado por seis triangulos equilateros.

Temos que a area do triangulo equilatero é dada por:

2 5
A {:3 . .
fz _t(-z =
Logo, a area de um hexagono regular é dada por: A=06- 43 = 80 3
- t 8 )
Assim, a area do hexagono (base do prisma) é:
6-152-v/3  6-225-4/3  1350v/3
A= = = cm
4 4 4
Desta forma, o volume é definido por V' = A, -h , ouseja,
13503 33750 -9  33750-3 101250
A= 1B0V3 o Vo _ _ — 25312, 5em®

4 4 4 4
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EXERCiCIOS RESOLVIDOS

O prefeito de uma cidade pretende colocar em frente a prefeitura um mastro com uma
bandeira, que sera apoiado sobre uma piramide de base quadrada feita de concreto
maci¢o, como mostra a figura.

Sabendo-se que a aresta da base da piramide tera 3 m e que a altura da piramide sera de 4
m, qual o volume de concreto (em m3) necessario para a construc¢ao da piramide?
Ap - h

3

Desta forma, a area da base da piramide é igual a: 32 =9, pois ela € uma piramide de base
quadrada. A altura é de 4 m, logo

-4
V:9—:§:12m3

3 3
Uma industria que produz perfumes a base de esséncias genuinas da Amazodnia resolveu
inovar nas embalagens de seus produtos para chamar aten¢ado do consumidor. O Cheiro do
Para, por exemplo, foi engarrafado em frascos no formato de uma piramide quadrangular
regular que, internamente, tem 15 cm de altura e 20 cm de perimetro da base. Qual o

volume interno de um desses frascos?

O volume de uma piramide é a terca parte do volume de um prisma, ou seja V' =

O frasco possui formato de piramide quadrangular regular. Ou seja, a iv
base da piramide é um quadrado. O perimetro da base é 20 cm.
Portanto, a medida do lado da base ¢ 20 + 4 = 5cm

Assim, a area da base da piramide é:
Ay =5 = 25em?

Logo o volume é:

52.15

V = = 125¢m?
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ATIVIDADES PARA O0S ESTUDANTES

Atividade 1

Uma pirdmide esta inscrita num cubo, como mostra a figura . Sabendo-se que o volume da
pirdmide é de 6 m3, entdo, o volume do cubo, em m3, é igual a:

a)9
b) 12
)15
d) 18
e) 21

Atividade 2

Um prisma de altura H e uma piramide tém bases com a mesma area. Se o volume do prisma
€ a metade do volume da piramide, a altura da piramide é:

a) H/6

b) H/3

c) 2H

d) 3H

e) 6H

Atividade 3

Para calcular a capacidade de um jarro de forma irregular, Paulo retirou agua de um aquario
que tem a forma de um paralelepipedo reto retangulo e encheu completamente o jarro.
observando que o fundo do aquario tem 50 cm de comprimento por 30 cm de largura e que
apos a retirada, o nivel da superficie da agua desceu 2 cm, o rapaz concluiu, corretamente
gue a capacidade do jarro é? (1000 cm3 = 1L)

a)3L

b)0,3L

2L

d)28L

e)2,7L




ATIVIDADES PARA O0S ESTUDANTES

Atividade 4

Uma piscina em forma de bloco retangular possui base com as medidas de 10,0m x 15,0m e
estd com agua até a altura de 1,5m. Um produto quimico em p6 deve ser misturado a agua
na razdo de um pacote para cada 4500 litros. O numero de pacotes a serem usados €
(considere 1Tm3 = 1000 litros):

a) 45

b) 50

c) 55

d)60

e)75

Atividade 5

Uma editora pretende despachar um lote de livros, agrupados em 100 pacotes de 20cm x
20cm x 30 cm. A transportadora acondicionara esses pacotes em caixas com formato de
bloco retangular de 40cm x 40cm x 60cm. A quantidade minima necessaria de caixas para
esse envio sera é:

a) 09

b) 11

)13

d) 15

e)17

Atividade 6

Um dos mistérios da humanidade consiste em saber como as piramides foram construidas
por civilizacdes que ndo tinham o aporte tecnologico que ha na atualidade. Um artesao
deseja construir uma escultura em argila no formato de piramide macica de 1,5m de altura,
com base quadrada medindo 1 m de lado. O volume do material que serd usado é:

a) 0,65 m3.
b) 0,55 m3.
¢) 0,5 m3.
d) 0,4 m3,
e) 0,35 m3




ATIVIDADES PARA O0S ESTUDANTES

Atividade 7 (Desafio)

Um recipiente transparente possui o formato de um prisma reto de altura 15 cm e base
quadrada, cujo lado mede 6 cm. Esse recipiente esta sobre uma mesa com tampo horizontal
e contém agua até a altura de 10 cm, conforme a figura.

Wil I

15 cm 10 cm

-+ -
B ocm

fora de escala
Se o recipiente for virado e apoiado na mesa sobre uma de suas faces ndo quadradas, a

altura da dgua dentro dele passara a ser de
a)dcm.

b) 3,5 cm.

c) 3cm.

d)2,5cm.

e)2cm.

Atividade 8 (Enem)

Uma fabrica comercializa chocolates em uma caixa de madeira, como na figura.

20 em

| Ji-

20 cm
A caixa de madeira tem a forma de um paralelepipedo reto-retangulo cujas dimensdes
externas, em centimetro, estao indicadas na figura. Sabe-se também que a espessura da
madeira, em todas as suas faces, é de 0,5 cm.
Qual é o volume de madeira utilizado, em centimetro cubico, na constru¢do de uma caixa
de madeira como a descrita para embalar os chocolates?
a) 654,
b) 666.
c) 673.
d) 681.
e) 693.
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RESOLUCAO PARA O PROFESSOR

Atividade 1

Pela formula, o volume da piramide é 1/3 do volume do prisma, ou seja, o prisma tem o triplo do
volume da piramide. Assim, o cubo tem o volume 3.6 =18 m3
Letra D

Atividade 2

Vamos considerar Volume do Prisma = Vp e Volume da Piramide = Vpi. Pelo enunciado temos:

1
P 5‘/;%
Substituindo pela formula,
1 Ab.h,,
Abhy = - —2
2 3
O prisma e a piramide possuem a mesma area, logo
1 hy By
hpzi'?:hpzfzhpi:6hp
Letra E
Atividade 3

O volume de agua retirada € igual ao volume V de um paralelepipedo reto-retangulo de
dimensdes 50 cm por 30 cm por 2cm: V =(50.30. 2)=3000 cm3

Logo, como 3.000 cm3 equivalem a 3 L, temosV =3 L.

Letra A

Atividade 4

O volume da piscina éV=10x15x1,5=225m3.

Sabendo que 1m3 = 1000 litros,

Temos que o volume da piscina é de 225 x 1000 = 225.000 litros.

Se a razao do produto quimico é de 1 pacote para 4.500 litros, o nUmero de pacotes necessarios
para para misturar no volume da piscina é de 225.000 litros é igual a 50. (225000 : 4500)

Letra B



RESOLUCAO PARA O PROFESSOR

Atividade 5

Volume de pacotes de dimensdo 20 x 20 x 30 = 12.000 cm3.

Como sao 100 pacotes, temos o volume total de 1.200.000 cm3.

O volume de cada caixa que acondicionara os pacotes é: 40 x 40 x 60 = 96.000 cm3
A quantidade de caixas é 1.200.000 : 96.000 = 12,5 caixas.

Logo, a quantidade minima de caixas é igual a 13.

Letra C

Atividade 6

O volume da piramide é

12.1,5 1,5
3 3

V= =0,5m°

Letra C
Atividade 7

O volume do prisma é:
V=10x6x6=360cms3.

O volume do prisma ao ser virado é:
V=15x6xh=90h

Para que os volumes sejam iguais, temos que
360 = 90h

h=4cm

Letra A

Atividade 8

Calcularemos a diferenca entre os volumes interno e externo da caixa, sabendo que no
volume interno sera retirado 1 cm de cada dimensdo. Entdo, temos que:
V=20.8.20-19.7.19=3200- 2527 =673 cm3

Letra C




/

ATIVIDADE 1:
ATIVIDADE 2:
ATIVIDADE 3:
ATIVIDADE 4:
ATIVIDADE 5:
ATIVIDADE 6:
ATIVIDADE 7:
@ IVIDADE 8:

NP>NNW>P»mQO
- /




REFERENCIAS

Dante, Luiz Roberto. Matematica Contexto & Aplicacdes. 2. ed. Sdo Paulo: Atica, 2014.

Fonseca, Fred [et al.]. Colecdo Ensino Médio 12 Série. Belo Horizonte: Bernoulli Sistema
de Ensino, 2024

Lezzi, Gelson, [et al.]. Matematica: Volume Unico. 4 ed. - Sdo Paulo: Atual, 2007

Paiva, Manoel. Matematica: Paiva/ Manoel Paiva - 2 ed. - Sdo Paulo: Moderna, 2013.

Smole, Katia Cristina Stocco; Diniz, Maria Ignez de Souza Vieira. Matematica: ensino
médio: volume 1. 6 ed. Sao Paulo: Saraiva, 2010.




