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COSSENO

PEDADOGA/O: PED.

PROFESSOR/A: PRO
MONITORAMENTO | ioee:iip PED. PRO. LID.
DESCRITOR DO D126_M Identificar graficos de funcbes

trigonométricas (seno, cosseno, tangente)
PAEBES reconhecendo suas propriedades.

HABILIDADES DO EM13MAT306 Resolver e elaborar problemas em contextos que envolvem

CURRICULO fendmenos periddicos reais (ondas sonoras, fases da lua, movimentos ciclicos,
RELACIONADAS

entre outros) e comparar suas representacdes com as fun¢des seno e
AOS DESCRITORES

cosseno, no plano cartesiano, com ou sem apoio de aplicativos de algebra e
geometria.

HABILIDADES OU
CONHECIMENTOS | EFOOMA08 Resolver e elaborar problemas que envolvam relagdes de

PREVIOS proporcionalidade direta e inversa entre duas ou mais grandezas, inclusive
escalas, divisdo em partes proporcionais e taxa de variacdo, em contextos
socioculturais, ambientais e de outras areas.




MATEMATICA

CONTEXTUALIZACAO

Muitos fendmenos naturais, fisicos e sociais tém comportamento ciclico,
ou periddico (isto é, que se repetem a cada determinado periodo de
tempo), podendo ser modelados por fung¢des trigonométricas. Isso
significa que essas funcBes sdo capazes de representar, de modo
aproximado, as oscilagdes desses fendmenos no decorrer de um
intervalo de tempo.

A maré - movimento de descida e de subida do nivel das aguas - é um
exemplo de fendmeno periédico devido a forga gravitacional exercida
pela Lua e pelo Sol na Terra. Acompanhe a situa¢do a seguir.

Em uma cidade litoranea do Nordeste brasileiro, em determinada época
do ano, a maré baixa acontece por volta das 12 h e das 24 h, e a maré
alta ocorre por volta das 6 h e das 18 h. A func¢do trigonométrica a seguir
modela, como exemplo, de modo aproximado, a altura h da maré (em
metro) nessa época:

h(t) = 1,15 — 1,05 - cos (t : %)

em que o tempo (t) € medido em hora a partir da meia-noite.

Além do nivel das marés, muitos outros fendmenos apresentam
comportamento periédico, como as varia¢des da temperatura terrestre e
da pressdo sanguinea, a propagacdo do som, entre outros.

Texto extraido do livro Conexdes, Editora Moderna

Neste material vamos dar continuidade ao estudo das funcdes
trigonométricas, desta vez abordando a func¢ao cosseno.

Bons estudos!




CONCEITOS E CONTEUDOS
O COSSENO

No ciclo trigonométrico, considere um arco AP que possui medida angular & (em
radianos). Podemos definir a abscissa do ponto P como o cosseno de (¥ e a
ordenada do ponto P como seno de (.

Neste material, estudaremos o cosseno de (¥ (abscissa do ponto P):

cos o = abscissa de P =

med(AP) = ¢ rad
med(ADP) = 1 rad

Ao projetarmos ortogonalmente esse ponto P sobre o eixo horizontal, obtemos
0 ponto P'.

Considerando o sentido positivo (“para a direita”) do eixo horizontal e tomando
o segmento OP’, podemos também definir o cosseno de (@ como a medida
algébrica desse segmento, isto é:

cos . = med(OP)

A partir deste momento, o eixo horizontal da circunferéncia trigonométrica sera
chamado eixo dos cossenos.

Observacao:

Na figura ao lado, é possivel compreender que a
definicdo anterior é “compativel” com a defini¢do
apresentada no estudo da trigonometria no
triangulo retangulo:

medida do cateto adjacente a o T
cos o = ,com0<r;_<:-2-

medida da hipotenusa

No tridngulo retangulo POP', temos: cos AOP = cos o = % = g =0P = med(-ClF)




CONCEITOS E CONTEUDOS

O mesmo procedimento é utilizado quando P ocupa posi¢des nos demais

quadrantes. Lembre-se de que o sentido positivo do eixo dos cossenos é para a
direita e o sentido negativo para a esquerda.

320 4%
A i A,
abscissadeP <0
cosa<0

Observe que o valor do : / |
cosseno de um arco '

qualquer, na

abscissade P < 0

abscissade P = 0
cosa =<0

cos =0

i

N

90°
. N 1 2= +
circunferéncia ‘ ;i_i | i 180*’( &
trigonométrica, varia P —— T
entre -1 e 1, isto é, - 2r
—-1=scosa=<1. +
12
270°| 57
1
VALORES NOTAVEIS COSSENO

Utilizando os valores dos angulos notaveis, € possivel obter, por simetrias, o
cosseno de outros arcos. Veja os exemplos a seguir:

A partir de cos % = phs 45 = g vamos obter os valores de cos %TE cos % e cos ?_n_

3

3n__ m__d2 5% . A2 In_ o m_A2
COs= == —cos, =~ COs== -5y = -::054 ::054 =
cos 1357 = — cos45° = —g cos 225° = — cos45° = —% cos 315° = cos 45° =g

LSSZALISSLL DSOS DSOS
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CONCEITOS E CONTEUDOS

Vamos, agora, obter o valor do cosseno de arcos em que P coincide com os
pontos de intersec¢do da circunferéncia trigonométrica com o0s eixos
coordenados:

P(0, 1)

Dy (TS e DN D D
NZIRNPARNY,

3n| P, —1)
2
A e P coincidem A e P coincidem
T 3n
cos0 =1 cos 5 =0 cosT= —1 cos5-=0 {cosznzl
cos 0° =1 cos 90° =0 cos 180° = —1 cos 270° =0 cos 360° =1
AabscissadePeé . A abscissa de P é 0. A abscissade P é —1. A abscissade Pé 0. A abscissade P é 1.

Na calculadora cientifica, a tecla usada para obtenc¢do dos valores do cosseno é

C0s

111
Por exemplo, no calculo de €OS 12 (lembre que esse arco pertence ao 2°

quadrante), ajustamos a calculadora na configuracao Rad | e pressionamos:

obtendo o valor aproximado -0,965925826.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

n Determine os valores dos cossenos indicados abaixo.

47

a) cos 120° b) cos 5

Solucao:

O arco de 120° pertence ao 2°
quadrante (cosseno negativo) e é
simétrico, em relacdo ao eixo y, ao
arco de 60°. Assim,

O arco de 3 pertence ao 3°
quadrante (cosseno negativo) e é
simétrico, em relagdo ao ponto O
(origem), ao arcode ™ . Assim,

cos 1207 = —cos 60° = — 13




CONCEITOS E CONTEUDOS

FUNGAO COSSENO

Seja P a extremidade de um arco no ciclo trigonométrico correspondente ao
namero real x. Considerando a proje¢do ortogonal de P no eixo horizontal, a

abscissa do ponto P é o cosseno do arco de medida x .

A funcdo cosseno € a funcdo f: IR — R que associa cada nimero real x ao

&

numero real cos x, ou seja, f(x) = cos x.

Vamos construir o grafico dessa funcao, dada por f(x) = cos x, partindo de
uma tabela de valores para x. Inicialmente, consideramos alguns valores da

12 volta, para os quais o cosseno ja é conhecido:

Para alguns valores de x maiores que 21 ou menores que zero, temos:

Observe que, para valores de x maiores que 2T ouUu menores que zero, O
cosseno de x assume os valores do cosseno de arcos da 1?2 volta. Assim, a

on s vk | e | _=m | _3Br

" 4 2 4 4 2 4

2 | a2 A2

cosx | 0 S| 2= | 0 £
|

func¢do cosseno é periddica, pois, para todox €R, temos:

cos x = cos (x + 2n) = cos (x + 4n) = ... = cos (x + 2kn), comk € Z

i T 3 5T 3m T 2
x 4 2 4 K 4 2 4 &
V2 g . N2
cos X > 0 > 1 5 0 3 1

Por isso, a curva obtida no intervalo [0, 21] repete-se para x > 21t e x < 0.

Assim, o grafico da funcao cosseno se estende por todo o0 eixo x e tem o
seguinte formato:




CONCEITOS E CONTEUDOS

Repare que o grafico da funcdo cosseno de x ¢é uma translacao

. . ~ m
(deslocamento) da senoide (curva determinada pela funcdo sen x) de 5 rad
para a esquerda.

Caracteristicas da fungdo cosseno:

Por definicdo, o dominio e o contradominio da funcao cosseno sdo iguais a R.

Pelo seu grafico, observamos, entre outras caracteristicas, que a funcao
cosseno de x:

e é periodica, de periodo 21 (a curva se repete a cada intervalo de 2m);

e ¢ limitada, pois os valores de cos x estdao no intervalo [-1,1]; logo, o que
significa que seu conjunto imagem é Im = [-1,1].

e tem amplitude igual a 1.

EXERCiCIOS RESOLVIDOS

Calcular o valor da expressao cos x + cos 2x + cos 3x + ... + cos 10x para
X = T/3.

Solugdo:

Substituindo x por X obtemos a eXpressao:

3
T 2n 3m 10x
0s & + =k 4 O L .+ cos -
LOS3 COS3 COS3 cos 3
e 1, L 1 _ 3
=5 g ! B R S S 2

= 3
, 4 expressao vale — 5 -

Assim, para x =




CONCEITOS E CONTEUDOS
TRANSLADANDO O GRAFICO

Transladar significa deslocar. A seguir, veremos alguns graficos de fun¢des que
podem ser obtidos por meio de deslocamentos verticais ou horizontais dos
graficos das func¢bes fundamentais. Acompanhe.

2
Novamente, montamos uma tabela atribuindo ax alguns valores de 0 a 2n:

f(x) = cos (x 4 -’—I-]

x 0 B I x 1 3n i = B S o 3n i ks 1 e
4 2 4 2 2 2
Cos X 1 "';i 0 —% -1 —% 0 % 1
i % "g_ 3TE T E:F‘ %.1 _?Tn n -?f- -%E-
cos[x - %) 0 = ._;‘T -1 _Jzi 0 _Jz; ] 22_ 5

Os graficos das fungdes dadas por g{x) = cos x e f{x) = cos [x + -g-] sdo:

Os graficos das funcdes dadas por g{x) = cos x e f(x) = cos [x 4+ %] sdo:

..'f“"

ADELSOM SECCO

A funcdo f apresenta mesmo dominio, mesmo conjunto imagem, mesmo
periodo e mesma amplitude que g, mas o grafico de g sofreu uma translacao
(deslocamento) de % para a esquerda.

Analisando casos semelhantes a esse, notamos que:

Os graficos de funcoes do tipo y = cos (x + b) sdo obtidos a partir de uma
translacdo de|b|unidades em relagao ao gréfico y = cos x de tal modo que:

* se b >0, a translacdo e para a esquerda;
e se b < 0, a translacao é para a direita.

SRS RESRETT2.08 SSTIES




CONCEITOS E CONTEUDOS

ALTERANDO A AMPLITUDE

Agora, veremos que podemos obter alguns graficos “esticando” ou “achatando”
verticalmente os graficos das fun¢des fundamentais.

Por exemplo, vamos construir o grafico de f(x) =3 cos (z)
Primeiro, montamos uma tabela atribuindo a x alguns valores de 0 a 2Tt.

" T k3 3n St 3n n 5
% 4 2 4 ¥ 4 2 4 g
5% o3
cos X 1 N2 0 —3@ -1 —l’ri 0 N2 1
2 2 2
312 32 32 3.2
3.cos 3 INE 0 i =3 = L 0 BN 3
#* 3 7] 2 3

ADILSON SECCO

Observe que, multiplicando g(x) = cos x por 3, “esticamos” o grafico
verticalmente: agora, ele oscila entre -3 e 3. Ou seja, a amplitude de f é 3, o
triplo da amplitude de g, e 0 conjunto imagem de f é [ -3, 3].

Veja que o dominio e o periodo nao foram alterados.
Analisando casos semelhantes a esse, notamos que:

Graficos de funcdes trigonométricas do tipoy = d + cos x tém amplitude | d|.
O mesmo ocorre para funcbes do tipoy = d-sen x.




EXERCICIOS RESOLVIDOS

Determinar o dominio, o conjunto imagem, o periodo e a amplitude da funcao
m

dada por f(z) =2 -cos (m—i)

Resolucdo:

Vamos considerar a funcéo hdada por h(x) = cos (x — %)

O grafico de h é obtido por meio de uma translacdo do grafico da

funcao g, dada por g(x) = cos x, de % para a direita.

Como a amplitude da funcdao h é 1, igual a amplitude de g.
e flx) = 2+ h(x). entao a amplitude de f € 2.

Como o conjunto imagem da funcao hé [ - 1, 1], igual ao da funcao g.
e flx) = 2 + h(x). podemos obter o conjunto imagem da funcao f mul-
tiplicando por 2 os extremos do intervalo [~ 1. 1.

Logo. Im( f) = [ 2. 2].
O dominio e o periodo de fsdo os mesmos de g: D(f) =R e p = 2.

Com o auxilio de um software de construc¢do de graficos, a partir do grafico de
uma das funcdes trigonométricas fundamentais, construir passo a passo o
grafico de f, tal que f(x) =2 + 2 . cos (x—l— g) e analisar o que ocorre com 0O

grafico de cada passo. Indicar o dominio, o conjunto imagem, o periodo e a

amplitude de f.

Resolucdo:

Primeiro, vamos tracar o grafico da funcao trigonométrica dada por g(x)=cos x

y EIEEY Campo para digitar a lei da
5 y =0 /’_' funcdo cujo grafico queremos
fix) = cos(x) v construir.

41 ok cancelar  awids
— Podemos selecionar a opc¢ao
3 de exibir linhas de grade
para ficar mais facil
21 visualizar as mudanc¢as no

grafico a cada passo.

= . 3w4 n 32 X
3n4 w4 4 w2 Sm/4 In4 2m 9m/4 |

E possivel escolher a unidade
com que graduaremos OsS
eixos. Nesse caso,
graduamos o eixo y em
intervalos de 1 unidade e o

eixo x em intervalos deg.




EXERCICIOS RESOLVIDOS

Acompanhe os passos descritos a seguir.

m
e 1° passo: cos X —# COS (:c+ 1)

Y = ol x

-\'\.
X

" w4 2n Qm'\

O grafico de g sofreu uma transla¢do de % para a esquerda.

e 2° passo: cos (;.g:+ %) —% 2. COS (:{:+ g)




EXERCICIOS RESOLVIDOS
e 3° passo: 2. cos(x-i—g) —# 2+ 2.CO0S (x-l—%)
Ty ==

O grafico sofreu uma translacdo de duas unidades para cima.

O conjunto imagem da funcdo dada por ¢(z) = cos(x) & [-1,1]. Apds o 1°

. s . ) - .
passo, adicionando _ a X , o conjunto imagem da nova funcdo continua

sendo [-1,1]. 4

Apds 0 2° e 0 3° passo, o conjunto imagem se modificou. Quando a funcdo é
multiplicada por 2, o conjunto imagem passa a ser [-2,2]. Adicionando-se 2,
o conjunto imagem da nova func¢do passa a ser [0,4].

Portanto, Im (f) =1[0,4] . A amplitude de f continua sendo 2. O dominio e
0 periodo sdo os mesmos de (:

D(f)=R € p=2m

Veja abaixo os graficos das fun¢des f e g

5
4
3
2
£l
_;;.'3 ¥ | 51'?._ x
-3mid -T64 4 w2 Infd m Smi4, 4 Im G4
| : _
2




ATIVIDADES PARA 0S ESTUDANTES

E correto afirmar que cos 150° é




ATIVIDADES PARA 0S ESTUDANTES

(M12048849) Qual dos graficos abaixo, representa a funcédo y = 3cosx?
A) Ay B) Ay




ATIVIDADES PARA 05 ESTUDANTES

(m120254G5) Qual é o grafico que melhor representa a funcao trigonometrica f(x) = 5 cos x ?
A} ¥




ATIVIDADES PARA 0S ESTUDANTES

(M120178G5) JoAo utilizou um programa de computador para construir o grafico da funcéo y = 2 + 2cosx,
com dominio no intervalo de 0 < x < 2x.
Qual foi o grafico construido por Jo&o utilizando esse programa?

A) vt B)

0 T E _Et 2z X x
2 2
C) vt D) vt
44 4+
= L 3n 2z X d x % 3n 2z X
2 2 2 2
E) I
44




mi12003081) Qual grafico representa a funcéo real f(x) = cos (2x), com x € [0, 2z]?

A) v
R e e

05y

.5

EF| SR

E.lr. L o D-;] W ok




A)

m ® 3w R W In fm Imax E ® 3% m bm m 7% Zax
4 7 4 a7 & oz 4 2 4 A 2 4




/ATIVIDADE 1:

ATIVIDADE 2:
ATIVIDADE 3:
ATIVIDADE 4:
ATIVIDADE 5:
ATIVIDADE 6:
ATIVIDADE 7:

QTIVIDADE 8:
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