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MATEMATICA
CONTEXTUALIZACAO

O uso da Senhas

O uso de senhas esta presente no dia a dia da populagdo mundial, seja para cadastro e acesso
de contas bancarias, seja para e-mails, redes sociais, sites de compras, entre outros. O individuo
moderno, com a chegada da era digital, estabeleceu uma ligacdo direta com os sistemas de
seguranca que foram sendo introduzidos, e nosso contato digital se torna praticamente
impossivel sem um sistema de senhas seguras. Mas as configura¢des e cria¢des de senhas
possuem varios formatos e finalidades que podem dificultar o acesso de pessoas ndo
autorizadas ao conteudo bloqueado pela senha. Algumas delas se restringem apenas ao uso de
numeros, outras sao associadas a letras e numeros, outras fazem distincao de letras maiusculas
e minusculas e ha aquelas que até solicitam caracteres especiais. Quanto mais diversificada a
senha, maior é o nivel de seguranca que ela tem, uma vez que o numero de possibilidades de
combinag¢des entre os simbolos escolhidos aumenta. Considere uma senha de acesso com
quatro digitos. O numero de possibilidades para senhas criadas apenas com algarismos (10*) é
menor que o de senhas que envolvem apenas letras (26), por exemplo, e quanto mais digitos,
diversificacao entre os simbolos, mais forte € a senha e mais dificil de ser descoberta por outras

pessoas.

* %

Fonte: https://depositphotos.com/br/vectors/login-icon.html

Além da contagem do numero de possibilidades para criar uma senha, ha configuracdes de
placas de veiculos, de numeros do sistema decimal, de jogos de loteria; disposicdo entre
pessoas; conjuntos formados entre roupas, pratos de comidas, entre outros problemas de
contagem presentes no cotidiano, que sdao abordados na Analise Combinatdria, que desenvolve
métodos para fazer a contagem com bastante eficiéncia. O principio multiplicativo é a
ferramenta basica para se trabalhar com muitos problemas de contagem. Alguns deles,
contudo, sao problemas recorrentes e, para resolvé-los, algumas “férmulas” serao deduzidas e
seu uso é uma questao pessoal. Neste capitulo, além dos principios aditivo, multiplicativo e da
ideia de fatorial, um dos assuntos contemplados é o arranjo simples, com problemas que
envolvem agrupamentos cujas ordens importam.
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CONCEITOS E CONTEUDOS

Frequentemente, estamos interessados em descobrir de quantas maneiras determinadas
acdes podem ser realizadas, como combinar roupas, planejar viagens ou montar cardapios.

Listar todas as possibilidades seria ineficiente, especialmente com muitas opc¢des. Por
exemplo: Como contar as formas de escolher letras e nUmeros para uma placa de carro ou as
diferentes maneiras de preencher um cartdao da Mega-sena?

Existem métodos mais eficientes para realizar essas contagens, e abordaremos alguns deles
neste material.

PRINCiPIO FUNDAMENTAL DA CONTAGEM (PFC)

O principio fundamental da contagem, também conhecido como principio multiplicativo, é
utilizado para determinar o numero total de possibilidades de um evento constituido de n
etapas. Para isso, as etapas devem ser sucessivas e independentes. Se a primeira etapa

tem X possibilidades e a segunda etapa tem ¥ possibilidades, o niUmero total de combinagdes
sera dado pelo produto = - y

Assim, o principio fundamental da contagem é a multiplicacdo das opc¢bes dadas para
determinar o total de possibilidades.

Uma ferramenta visual util para aplicar esse conceito é o diagrama de arvore, ou arvore de
possibilidades, que facilita a analise da estrutura do problema e visualizacdo do numero de
combinacdes.

Exemplo 1: Em um restaurante, é oferecido o famoso prato feito. Todos os pratos possuem
arroz, e o cliente pode escolher uma combinacao entre 3 possibilidades de carne (bovina, de
frango e vegetariana), 2 tipos de feijdo (caldo ou tropeiro) e 2 tipos de bebida (suco ou
refrigerante). De quantas maneiras distintas um cliente pode fazer o pedido?

SUCO
vegetariano —é: refrigerante

0 SUCO

caldo bovino
refrigerante

frango
\::SUQD
refrigerante

SUCO
vegetariano 'é:re!ngeran:e

!mp'e"m m\”m\ vl
refrigerante

frango o

\_h;sUCO
refrigerante
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CONCEITOS E CONTEUDOS

Observe que ha 12 combinac¢8es possiveis, mas podemos chegar a esse resultado aplicando a
multiplicacdo das op¢des utilizando o principio fundamental da contagem. Assim, o nUmero de
combinagdes de pratos pode ser calculado da seguinte forma:

2x3x2=12

Note que, quando o objetivo é simplesmente descobrir o total de possibilidades, realizar a
multiplicacdo é muito mais rapido do que criar um esquema para analisa-las manualmente, o
que se tornaria trabalhoso a medida que o numero de op¢des aumentasse.

Exemplo 2: Vocé foi convidado(a) para uma festa de aniversario, e tem que escolher com que
roupa ir. Dentre as op¢8es, ha 5 camisetas, 3 calcas e 3 calgados. Quantos “looks” (conjuntos) é
possivel formar com essas op¢des?

Da mesma forma que no exemplo anterior, basta utilizarmos o PFC para descobrir quantos
“looks” podemos formar com esses itens. Desse modo, temos que: 5 x 3 x 3 = 45 conjuntos
diferentes.

Exemplo 3: (Enem) Estima-se que haja, no Acre, 209 espécies de mamiferos, distribuidas
conforme a tabela abaixo.

taxonomicos numero de especies
Artiodactilos 4
Camivoros 18
Cetaceos 2
Quirdpteros 103
Lagomorfos 1
Marsupiais 16
Penssodactilos 1
Pnmatas 20
Roedores 33
Sirémios 1
Edentados 10
Total 209

TAC Amazdnia, ano 1, n° 3, dez /2003,

Deseja-se realizar um estudo comparativo entre trés espécies de mamiferos - uma do grupo
dos Cetaceos, outra do grupo dos Primatas e a terceira dos grupos dos Roedores. O numero
de conjuntos distintos que podem ser formados com essas espécies para esse estudo é igual a:
a) 1320
b) 2090
c) 5840
d) 6600
e) 7245

Resolucao:

Sabemos que ha 2 cetaceos, 20 primatas e 33 roedores. Entdo, pelo principio fundamental da
contagem, o numero de conjuntos distintos possiveis sera: 2 x 20 x 33 =1320

R B SR B S RESRET 2 04 BTSRRI



CONCEITOS E CONTEUDOS
FATORIAL

O fatorial é fundamental na analise combinatoria, e saber como utiliza-lo é essencial para
resolver os problemas. Mas, o que é o fatorial?

E importante dizer que s6 existe fatorial de nimeros naturais e que ele (o fatorial) representa
o produto de um ndmero n por todos 0s seus antecessores positivos maiores que zero.

Para indica-lo, utilizamos o simbolo “I"” ao lado do numero, ou seja, o fatorial de “n” € nl.

Veja alguns exemplos:

or=1

1M=1

21=2x1=2
31=3x2x1=6
A1=4x3x2x1=24
51=5x4x3x2x1=120

Parece estranho que 1! e 0! tenham o mesmo valor. Mas, tudo é uma questdo de logica.
Vejamos por que isso acontece.

Temos nos exemplos o caso de 5! e podemos escrevé-lo como 5! =5 x 4l 5l
Assim, podemos dividir ambos os lados da igualdade por 5 e escrever 4! como sendo: 41 = <

Perceba que podemos seguir com esse mesmo raciocinio para os outros fatoriais:

4!
AN=—
4

3!
21==
3

2!
2

1=

. . 1!
Executando exatamente o mesmo procedimento acima, temos que: 01 = T

1
Lembre que 1! = 1. Sendo assim, temos que: 0! = 1= 1

Assim, concluimos que 0! é igual a 1.

R B SR B SRESRET 205 BB S AT SRS



CONCEITOS E CONTEUDOS

OPERAGGES COM FATORIAL

ADI¢3a0 E SUBTRACAO

Exemplo 1: 4! + 3!

Parece bem intuitivo escrever que 4! + 3! é igual a 7!, mas isso esta incorreto. A regra basica
para qualquer calculo envolvendo fatoriais é “expandir os termos”. O que isso significa? Em
vez de simplesmente usar 4! na expressado, devemos expandi-lo como 4 x 3 x 2 x 1. Assim, ao
calcular 4! + 3!, o que realmente temos é (4 x3x2x1)+(3x2x1)

Feito isso, basta realizar as multiplicacdes e, por fim, a soma: 24 + 6 = 30

Da mesma forma, podemos realizar a subtra¢ao de fatoriais.

Exemplo 2: 5! - 2!
5x4x3x2x1)-(2x1)=120-2=118

MULTIPLICAEEO E DIVIS30

Essas duas operacdes seguem a mesma légica das anteriores: primeiro, devemos expandir o
fatorial, realizar as multiplicacdes e, sé entdo, proceder com as operag¢des subsequentes.

Exemplo 3: 6! x 4!
(6X5x4x3x2x1)x@x3x2x1)
720 x 24 =17280

Exemplo 4: 5!/ 3!

5x4x3x2x1
3x2x1

Podemos resolver de duas maneiras:

1) Realizando as multiplica¢cdes para obter a expressao 120/6. Em seguida, basta realizar a
divisdo, que resulta em 20.

2) Simplificando a fracdo a partir dos fatores comuns no numerador e no denominador.
Assim, a simplificacdo se torna:

Sx4x3x2x1 -
S T3 11 R




CONCEITOS E CONTEUDOS

PERMUTAGAO SIMPLES

Permutac¢do simples é qualquer agrupamento que se pode formar com todos os elementos
disponiveis no problema, que devem ser distintos, usando cada um deles uma unica vez.
Cada agrupamento se diferencia dos outros pelas posicdes em que esses elementos
aparecem.

Isso significa que qualquer ordena¢do de n elementos de um conjunto, que possui n
elementos distintos, € uma permutacdo desses n elementos. Para representar o numero de
todas as permutacBes possiveis dos n elementos, usa-se

P, =nl
Existem alguns tipos de permutacgdo, sendo eles: a simples, a com repeticao e a circular.
OBSERVAGOES

e Como0O!=1,temosque F, =1
e Como1!=1,temosque P, =1
EXEmMPLO

Quatro pessoas (A, B, C e D) formarao uma fila. De quantas maneiras possiveis
podemos organizar essas pessoas?

Ao pensarmos na organizacdo temos que, as qualquer uma das 4 pessoas podem ser
escolhidas para ocupar a primeira posi¢do. Ao seleciona-la, teremos 3 possibilidades de
escolha para a 2° posicdo. Em seguida, 2, para a 3° posi¢do e 1 para a ultima posi¢ao. Sendo
assim, podemos determinar a quantidade de maneiras possiveis, calculando a permutacao
simples, ou seja,

Pr=41'=4.3-2-1=24

Sendo assim, temos 24 maneiras possiveis de organizar as pessoas.

PERMUTAGAO cOm REPETIC3O
Quantos sdo os anagramas da palavra MATEMATICA?

Para calcularmos os anagramas, bastaria permutar a quantidade de letras da palavra, ou seja,
Pp = 10! . No entanto, as letras M, A, T se repetem. Note que, a troca de posi¢des entre as

duas letras M, por exemplo, ndo gera anagramas diferentes.
Neste caso, utilizamos o calculo de permutag¢do com repeticdo, dado por:
|
Pa,b,c — n:
n
al - b!-c!

Em que a, b, ¢, sdo os termos que se repetem.
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CONCEITOS E CONTEUDOS

Aletra M e a letra T repetem 2 vezes, e a letra A repete 3 vezes.

Dessa forma, a quantidade de anagramas que podem ser determinados com a palavra
Matematica: |
2,2,3 . 10

P = o ra =

10-9-8-7-6-5-4-31
2.1-2-1-3! B

Simplificando 3! e 4 do numerador com 3! e 2-2 do denominador:
10-9-8-7-6-5=151.200
PERMUTAGAO CIRCULAR
De quantos modos podemos distribuir trés objetos a, b e c em torno de um circulo?

Podemos considerar as seguintes configurac¢des:

abe

) 5
g

A principio consideramos 3! = 6 modos de distribuir a, b e c. No entanto, em cada uma das
linhas do esquema anterior, ha trés configuracfes idénticas. Sendo assim:

P, 3 6

_— - — = — == 2

3 3 3
Ou seja, 2 permutacdes circulares. Dividimos o total de permutag¢des por 3, pois cada uma
das permutacdes consideradas gera 3 configura¢des idénticas, que devem contar como uma.
De maneira geral, podemos considerar que , ao permutar circularmente n objetos distintos,

cada uma das n! permutac8es gera n configura¢des idénticas, que devem ser descontadas do
total. Fazemos isso dividindo n! por n.

PC’n:E n-(n—1" - (n—1)



EXERCICIOS RESOLVIDOS

n Simplifique a expressao a seguir.
n!
(n+1)!

Resolugao:

Como (n+ 1)! é o fatorial do sucessor de n, podemos escrevé-lo no seguinte
formato:

(n+1)!=(n+1) n

Dessa forma, podemos substituir essa igualdade na expressdo, obtendo:
n! B 7! 1
(n+1)-n! (n+1)-7! n+l

H Simplifique a expressao a seguir.
17!+ 18!
19!

Nesse caso, calcular os valores de 17!, 18! e 19! é muito trabalhoso. Vamos escrever
essa expressao de uma forma conveniente, permitindo simplificacdes. Note que:

19! =19-18 - 17!
18! =18 - 17!
Substituindo essas igualdades na expressao, obtemos:

17+ 18- 17!
19-18- 17!

Podemos colocar 17! em evidéncia:

17!+ (1 + 18)
1918 - 17!

Assim, simplificando:

17! 19 vl 19 1

19-18-17"  19-18- V7 18




EXERCICIOS RESOLVIDOS

H Ana, Beatriz, Cecilia, Daniela e Edna estdo participando de uma gincana escolar. Em
uma das etapas, elas devem se apresentar pontualmente na quadra, formando uma
fila.

a) De quantas maneiras diferentes elas podem se organizar em uma fila?
b) De quantas maneiras diferentes elas podem se organizar em uma fila em que Ana
ocupa a 1? posicdo e Edna ocupa a 57 posicao?

c) De quantas maneiras diferentes elas podem se organizar em uma fila de forma
que Cecilia e Daniela fiquem préximas (em qualquer ordem)?

Resolucgao:

a) Trata-se de uma permutac¢do de 5 elementos. Portanto,

P;=5'=5-4-3-2-1= 120 maneiras diferentes

b) Nesse caso, as posi¢cBes de Ana (A) e Edna (E) estdo definidas. Assim, podemos
organizar o seguinte raciocinio:

N N
posicdo fixa ~ — — — E  posicdo fixa
H_J
elementos que

trocam de posicao

Na fila, apenas as outras trés meninas trocam de posicdo. Ou seja, uma permutag¢ao
de trés elementos.
Py =31'=3-2-1 =6 maneiras diferentes

c) Como Cecilia e Daniela devem ficar préximas, primeiramente vamos considera-las
como um unico elemento na permutag¢do. Veja um exemplo:

A B(CD)E
Nesse raciocinio, temos uma permutacdo de 4 elementos. Ou seja:
Pi=41=4.-3-2-1=24

Considerando que Cecilia e Daniela devem ficar juntas em qualquer ordem, temos 2!
maneiras de organiza-las juntas. Assim, o numero total de maneiras de organizar a
fila nessas condicdes é:

Py - Py, =24 -2 = 48 maneiras diferentes
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Atividade 1 ATIVIDADES PARA 0SS ESTUDANTES

Ao lancar sucessivamente 3 moedas diferentes, quantas sao as possibilidades de resultado?
a) 2

b) 4

)6

d)8

e) 10

Atividade 2

De quantas maneiras diferentes uma pessoa pode se vestir se ela tiver 6 camisas, 4 calcas,
3 pares de meia e 2 pares de sapato?

a) 15

b) 24

c)72

d) 144

e) 288

Atividade 3

Quantos anagramas possui a palavra FUTEBOL?
a) 5.040
b) 4.870
c)5.210
d) 4.780
e) 5.100

Atividade 4

O numero de anagramas que se pode formar com a palavra ARRANJO é igual a:
a) 21

b) 42

c) 5040

d) 2520

e) 1260

Atividade 5

Um trem de passageiros é constituido de uma locomotiva e 6 vagdes distintos. Sabendo-se
que a locomotiva deve ir a frente, o nUmero de modos diferentes de montar a composi¢ao é:
a)6

b) 24

c) 120

d) 720

e) 5040




ATIVIDADES PARA O0S ESTUDANTES
Atividade 6

Um casal e seus quatro filhos vao ser colocados lado a lado para tirar uma foto. Se todos os
filhos devem ficar entre os pais, de quantos modos distintos os seis podem posar para tirar a
foto?

a) 24

b) 48

c) 96

d) 120

e) 720

Atividade 7

Um grupo de 6 amigos decide sentar-se ao redor de uma mesa circular para jantar. De
guantas maneiras diferentes eles podem se sentar?

a) 720

b) 600

) 360

d) 120

e) 24

Atividade 8

Um grupo de seis amigos foi assistir um filme no cinema e compraram seus ingressos para
uma mesma fileira de cadeiras. Considerando haver um casal e que eles devem se sentar
em cadeiras vizinhas, de quantas formas os amigos podem se ajustar na fileira de cadeiras?
a) 100

b) 240

c) 340

d) 420

e) 720

Atividade 9

(UFRGS) Um aplicativo de transporte disponibiliza em sua plataforma a visualizacdo de um
mapa com ruas horizontais e verticais que permitem realizar deslocamentos partindo do
ponto A e chegando ao ponto B, conforme representado na figura abaixo. O numero de
menores caminhos possiveis que partem de A e chegam a B, passando por C, é

a) 28 ,
b) 35

c) 100
d) 300
e) 792




ATIVIDADES PARA O0S ESTUDANTES

Qual é o valor da expressdo abaixo?

30!
28!

a)2

b) 29
c) 30
d) 840
e) 870

Qual alternativa mostra uma simplificacdo da expressao abaixo?

n!
(n —2)!
a) n!
b) n?
on?—n
d)(n — 2)!
e)(n—1)!

(PUC-RS) Se,
m—-1)! 1

(m+1D!'—n! 81
entdo n éigual a:

a)13

b) 11

)9

d)8

e)6
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