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PEDADOGA/O: PED.

PROFESSOR/A: PRO
MONITORAMENTO | ioee:iip PED. PRO. LID.
DESCRITOR DO D126_M Identificar graficos de funcbes

trigonométricas (seno, cosseno, tangente)
PAEBES reconhecendo suas propriedades.

HABILIDADES DO EM13MAT306 Resolver e elaborar problemas em contextos que
CURRICULO envolvem fendmenos periédicos reais (ondas sonoras, fases da lua,
RELACIONADAS movimentos ciclicos, entre outros) e comparar suas representacdes
AOS DESCRITORES | 1, o funcses seno e cosseno, no plano cartesiano, com ou sem

apoio de aplicativos de algebra e geometria.

HABILIDADES OU EFO9MAO0S8 Resolver e elaborar problemas que envolvam rela¢bes de
CONHECIMENTOS proporcionalidade direta e inversa entre duas ou mais grandezas,

PREVIOS inclusive escalas, divisdo em partes proporcionais e taxa de variacdo,
em contextos socioculturais, ambientais e de outras areas.




MATEMATICA
CONTEXTUALIZACAO

Porto de Ilhéus — Malhado (Estado da Bahia)

Latitude; 14°46,8'S Longitude: 39°01,6'W Fuso: +03 Ano: 2015
Instituicao: DHN 40 Componentes  Nivel Médio: 1,12 m  Carta: 01207
Hora Altura (m)

5
\ SAB 3 h 41 min 2,0
' 4/5/2015 9 h 51 min 0,2
2 16 h 02 min 2.1
22 h 06 min 0,2

“ DOM 4 h 09 min 2,0

" 5/5/2015 10 h 21 min 0,2

: 16 h 38 min 2,0

22 h 43 min 0.2

. 4 h 47 min 2.0

= 6/5/2015 10 h 56 min 0,2

17 h 09 min 2,0

23 h 15 min 0,3

Fonte: Marinha do Brasil. Disponivel em: <www.marmil br/dhn/chmibox-previsao-mare/tabuas/d01450an2016 htm = Acesso em: 10 mar. 2016,

Observe que:

e As marés altas ocorrem de 12 em 12 horas, aproximadamente, como
mostram os destaques na cor vermelha da tabela.

e As marés baixas ocorrem, também, de 12 em 12 horas,
aproximadamente, como mostra a tabela.

e As alturas da maré alta praticamente se repetem de 12 em 12 horas:
com apenas uma excec¢do, todas as alturas previstas para a maré alta
medem 2,0 m.

e As alturas da maré baixa praticamente se repetem de 12 em 12 horas:
com apenas uma excecao, todas as alturas previstas para a maré baixa
medem 0,2 m ou 20 cm.

Existem outros fendmenos como o descrito: que se repetem em intervalos
de tempo iguais. Sao os chamados fendmenos ou movimentos periddicos.

Os fenbmenos periédicos podem ser descritos, de maneira aproximada,
por modelos matematicos que envolvem, geralmente, funcdes
trigonométricas.

Neste material vamos dar continuidade aos estudos de funcdes
trigonométricas, com foco na fung¢do tangente.

Bons estudos!
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CONCEITOS E CONTEUDOS

A TANGENTE

. tangentes
Para definirmos a tangente de um arco AP, que o i
possui medida angular a, vamos acrescentar a Senos
circunferéncia trigonomeétrica um terceiro eixo. : /
Esse eixo, denominado eixo das tangentes, € PAT

obtido ao se tangenciar, por uma reta vertical, a
circunferéncia no ponto A(1, 0). O ponto A é a

. . . 0 cussenl:;:
origem do eixo das tangentes, e o sentido A .
positivo desse eixo é “para cima”, enquanto

sentido negativo é “para baixo".

o tg o

BI

Tracamos uma reta que passa pelo centro da circunferéncia O e pelo ponto P,
sendo que P # B e P # B'. Essa reta OP intersecta o eixo das tangentes no ponto
T.

Por definicdo, a medida algébrica do segmento ATé a tangente do arco AP de
medida angular a rad (ou tangente de a), Indicamos:

tg ot = med(AT)

Considerando o sentido positivo do eixo das tangentes, temos, para P
pertencente ao primeiro quadrante: tg a > 0.

Facamos variar a posi¢do de P nos demais quadrantes:

3203 {tg 420 tg

R

'IIT

T esta abaixo de A. T esta acima de A. T esta abaixo de A.
tga<0 tgou >0 tgu<0




CONCEITOS E CONTEUDOS

PENSE NISTO
E verdade que tga possui valor minimo -1 e valor maximo igual a 1?

tg

axly
Ndo, embora —1 < sena<1 e ﬂ i
—1<cosa <1, tga ndo é limitada. -

1 “k U
w “ ].‘ —
% . 1

0BSERVAGOES ‘

s . ,
e Seqa-= 5 rad, o ponto P pertence ao eixo dos senos, e a reta OP é paralela

w
ao eixo das tangentes. Neste caso, nao se define tg 5 rad. Analogamente,

~ . 3
nao se define tg ; rad.

sent P tg
9k,
2
\i A cos
3n
2

e Se a=0 ou a=T1 ou a=2m em radianos, a reta OP intersecta o eixo das
tangentes em sua origem A. Assim med (AT)=0etg=0,tgm=0etg 2 =0.




CONCEITOS E CONTEUDOS

VALORES NOTAVEIS

Ja conhecemos os valores da tangente de angulos notaveis quando estudamos a
trigonometria no triangulo retangulo. Observe esses valores na circunferéncia
trigonométrica abaixo:

itangentes

u'3_=tg%

+ SENo0s

1=t|;_ql

4]'[
3 9%
60°

0 CO552nos

—+ —+
SIS
wia hA oA

r—'—
)

Com esses valores é possivel determinar, por simetria, a tangente de outros
arcos.

Exemplo:

Na circunferéncia trigonométrica seguinte, a partir de tg 5= 1, vamos encontrar os valores de

A 51t n g P .
tg Tﬂ, tg T etg T Observe a congruéncia entre os angulos assinalados.

tangentes woss
ax i Assim:
----- 3n In
By =iy =1




TANGENTE
No circulo trigonométrico, o sinal da tangente é positivo quando o arco pertence ao
primeiro ou ao terceiro quadrante. Ja para arcos que estdo no segundo ou no quarto
quadrante, o sinal da tangente é negativo.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

Com o auxilio da tabela trigonométrica, encontre o valor de tg 290°.

Solucgao:
- tangentes

B

' r tg 70°

r

e

00 | "
\‘?'0 | —290

[V tg 290°

L)
L]
Al
Al
L
L

Observe que 360° - 70° = 290°.

Da figura, concluimos que tg 290° = —-tg 70°.

Consultando uma tabela trigonométrica, temos um valor aproximado:
tg 290° =-2,74748




CONCEITOS E CONTEUDOS

RELAC3O0 ENTRE TANGENTE, SENO E COSSENO

Vamos estabelecer uma importante relagdo da trigonometria envolvendo as trés razdes
apresentadas: seno, cosseno e tangente.
3T 4 senos | tangentes

. ? T
Seja e um ndmero real, com0 = o =< 2n, o # EE o # ? y

Vamos supor que (¥ seja distinto de 0, T e 2t

Lembrando que o arco AP possui medida angular de
Q¢ rad.

Observando a figura ao lado, temos:

OP' = cos AT =tgu
OP" = PP' = sen OP = 1 (raio)

Os triangulos OP'P e OAT sdo semelhantes, pois possuem em comum, além de um angulo
reto, também o angulo de medida a. Podemos, entdo, estabelecer a proporcao:

OF: ... FP . EOS G Sen”:-tgﬂ _senq
OA AT 1 tg u . Cos

Se o ponto P pertence ao 2°, 3° ou 4° quadrantes, chega-se a mesma rela¢do, usando
procedimento similar.

*S5e o € {0, n, 2n}, temos que
tgaa=0,sene=0ecosu # 0; dai

sen o

oS o

i 3t . ;
» Seq = 'ECIL.I o= 5 nao se define

a tangente.
tgau=0=

T

Dessemodo, seac ER, 0=a=2m, 0 # >

3 .
e o# = vale a relacdo:




CONCEITOS E CONTEUDOS

OBSERVACAO ()

Quando estudamos a tngonometria no tridngulo retdngulo, definimos,
para um angulo agudo o

m ; medida do cateto oposto a
g o=

medida do cateto adjacente a o

Note que essa definicdo & compativel com a relacao apresentada
anteriormente. De fato, considerando o triangulo retangulo OPP' da
figura anterior, temos:
i medida do cateto oposto a o
PP’ Op* Sen o

t — _— —
d49=0F T OF csa

"_ medida do cateto adjacente a o

.,.I

Os valores da tangente de angulos notaveis e de outros angulos podem ser obtidos usando

a relacdo apresentada:

anl B
- =£ = £= 3 -_— 2 p—t
Se . 3,entaotg3 % T {3.
-::053 7
n . 4 2
*Seq=—,entaotg - = == __=1,
4 4 X A2

4 2




CONCEITOS E CONTEUDOS

FUNGAO TANGENTE

Seja P a extremidade de um arco, na circunferéncia trigonométrica de centro O,
correspondente ao numero real Xx.

Considerando o ponto T de interseccdo entre a reta OF e a reta tangente a
circunferéncia pelo ponto A(1,0).

Sabemos que a ordenada do ponto T é a tangente do arco de medida x

A

pAT
tg x

*\a

o

2
numero real x do dominio ao nimero real tg x, ou seja, f(x) = tg x.

A funcdo tangente é a funcao f: R — {E + kn, k € E}—Hﬂque associa cada

Observacao:

Quando x € a medida de um arco céngruoc a —]2:— radoua —3355-

OP com a reta tangente a circunferéncia pelo ponto A(1, 0). Por isso, a funcdo tangente nao

rad, ndo ha interseccao da reta

esta definida parax = % + km,comk € £.

Vamos construir o grafico dessa funcdo, dada por f(x) = tg x, com os dados de
uma tabela de valores para x. Inicialmente, vamos considerar x no intervalo
[0, 2m]:

2n




CONCEITOS E CONTEUDOS

Para alguns valores de x maiores que 21T ou menores que zero, temos:

on 5T 11n 3 I _3n |
X 4 2 4 s 4 4 ®
tg x 1 2 —1 0 -1 1 0

Assim, o grafico da funcdo tangente tem o seguinte formato:
g x

...............

Caracteristicas da funcao tangente

Por definicdo, o dominio da func¢do tangente é R —{%-4- kn,kez},
e o contradominio é R.

Pelo seu grafico, observamos ainda que a funcao tangente:
s & periodica, de periodo w;

tgx=tglx+m=tgx+2n)=..=tgx + kn), comk EZ

* ndo é limitada, ja que seu conjunto imagemé Im = ]—oo0, +oo[ oUR.

As retas verticais que passam pelos pontos de abscissa % + kn, comk € ¥, sao

denominadas assintotas da curva que representa a funcado f, dada por f(x) = tg x.




EXERCiCIO RESOLVIDO

Observe o grafico da funcao f: —%J %l — R, dada pela lei de for-
macao f(x)=tgx.

¥

S
g W

e e o o o m o e o o m om oom owo

a) Indique o intervalo que corresponde & imagem da funcio tangente.

b) Por que o dominio dessa fun¢do f nao poderia ser um intervalo

' i
fechado com extremos em —? e T?

Resolucgao:

a) Observando o grafico, é possivel perceber que os valores da funcao f variam de — = até
+ = Portanto, a imagem dessa funcao é R.

b) Considere a circunferéncia trigonomeétrica:

y t (eixo das tangentes)
I A
T
<1
ga :":
N
! o 9'
=y
3

A tg o corresponde 3 medida algébrica de TA, em que T é o ponto de interseccio da reta t

. == i Ll P
com a reta que contem OP. Para o = ?' e para o = a reta que contem OP sera pa-

L

ralela a reta t, nao havendo um ponto de interseccao T entre elas. Assim, para esses arcos,

a tangente nao esta definida. Portanto, o dominio dessa funcao fnao poderia ser um inter-

i m
valo fechado com extremos em 5 ) 5B




CONCEITOS E CONTEUDOS

GRAFICOS DE FUNGOES DO TIPO TRIGONOMETRICAS ENVOLVENDO A TANGENTE

e Funcdo do tipo g(x) =a+b-tg(c-z+d)

Considere a func¢do f(x) =tg(x)

Ao compararmos os graficos de f(x) e g(x), podemos perceber que as constantes
a, b, c ed alteram o grafico da funcao do tipo trigonométrica que envolve a
tangente, em relacdao ao grafico da funcdo f, de maneira semelhante as
altera¢des provocadas nos graficos das funcdes do tipo trigonométricas que

envolvem seno ou cosseno.
estdo representados exemplos de graficos de fung¢des do tipo

A seguir,
trigonométricas que envolvem a tangente e o grafico da func¢do f(x) = tg(x), em
tracejado. Observe as constantes a, b, ¢, d e as alteracbes provocadas no

grafico, em relacdao ao grafico da funcao f.

c) ' . I, | ] i
' e O ;
oo i i i i
] | 1 a4 1 ] i
i I W i f ¥ i |
Plisti) i i
| | !
¥ / / z L L L
e 1+ / ; 't
el " = £ " e =
E ¢ T _,.pr i
=3n _Spiiw _dmew Tl I ogw 3z fiw Sm 3w X
[ ] ] F )
< ] i i =0
I f 21 i f oot
[ ] ¥ ! ¥ I f []
[ | ' { =31 | [
s g i D 8 : | I
- P B % g
| 1 ' | =51 1 | ]
] i | ] I '

Constante a: Constante c:
o grafico foi ampliado horizontalmente

o grafico transladou verticalmente
(para cima, pois a>0) (para0<c<1)

h) [l [ Y I i i d} | [ |
i I i [ W 1 1 1
I Ll + ] [} ) a )
1 [l 3 [l |r 1 | ] ]
] [ | Il [l 1 I i
i S P i ' i '
] ] [ | i I [ i
1 i 4 1 ] | ] 1 |
P il 3 i i ¢ g i !
(] r 1 [] ]
+ ] i i
i i 2 i ] ' - ; ;
1+ / i ¢ I
e A o i
v F Ly o o
-+ —+ - + S &
7‘é7r A A k) ,‘é'rr x “E
'i 2 4 2z 4 Z? F.l &
i i T 1 =
| ] i I =
1 I ] i i
i i
i [ I | &
] I i ]
| i | 2
i i |' i =
] 1 1 [ ]
[ i L[] " iz

Constante b: Constante d:
o grafico comprimiu verticalmente o grafico transladou horizontalmente.

(para 0 <b<1)




CONCEITOS E CONTEUDOS

GRAFICOS DE FUNGOES DO TIPO TRIGONOMETRICAS ENVOLVENDO A TANGENTE

> 0 periodo das fun¢des do tipo trigonométricas

que envolvem tangente é dado por p = |—1T|
c

PARA SABER MAIS

Aponte a camera do seu celular para o QR CODE ao lado ou
cligue no botdo abaixo para assistir a aula do Portal da
Matematica OBMEP sobre periodo das fun¢des que envolvem

tangente.

e
S

\'/

Y

SUGESTOES DE AULAS - PORTAL DA MATEMATICA OBMEP

Funcio Tangente Graficos - Fungdo Tangente

Nesta aula, utilizamos o
Geogebra para visualizar
propriedades importantes da
fun¢ao tangente. Observamos
que a imagem da funcao
tangente é(—oo0, +00) e que
a funcdo ndo estd definida
nos pontos da forma

nw + /2, comminteiro.

Nesta aula, esbocamaos o
grafico da fun¢ao tangente no
guadro. Vamos que o periode
dessa funcdo seja igual am, o
que difere dos periodos das
funcdes seno e cosseno, gue
5a0 iguais a2, No final,
visualizamos os graficos da
fungdo tangente no

%

clique aqui -
2D

\'/

clique aqui -
2

Exercicio - Periodo das fungdes
que envolvem tangente

Fungéo Tangente - Exercicios

Mesta aula, rescivernos dois
exercicios sobre fungao
tangente. Determinamos o
dominio e a imagem das
fun¢des fegdados por

f(z) = tg(3z)e

g(z) = tg(2z + =/2).

Mesta aula, resolvemos dois
exercicios sobre funcio
tangente. Determinamos o
periodo das fungies fe g

dadas por f(z) = tg(2z) e
glz) = -3+ 2tg(w/4 — 2/2)
. No final, visualizamos o

grafico dessas funcées no
Geogebra.

DI DS DSOS KLKYED KL OSSO SKL&


https://youtu.be/-k-jOdWF00k?si=G-oZUmLBVrF79-TZ
https://youtu.be/-k-jOdWF00k?si=G-oZUmLBVrF79-TZ
https://youtu.be/YJ2j9pN7D6U?si=LJam5kgqb0DlbkDV
https://youtu.be/XwHrzlTZPvc?si=EkYfr51ctU3-rBIT
https://www.youtube.com/watch?v=YmqGTsrQ3hc&embeds_referring_euri=https%3A%2F%2Fportaldaobmep.impa.br%2F
https://youtu.be/jzXGmGnVIXk?si=8Qru1wN2aHM6hnPD
https://youtu.be/XwHrzlTZPvc?si=EkYfr51ctU3-rBIT
https://www.youtube.com/watch?v=YmqGTsrQ3hc&embeds_referring_euri=https%3A%2F%2Fportaldaobmep.impa.br%2F
https://youtu.be/jzXGmGnVIXk?si=8Qru1wN2aHM6hnPD
https://youtu.be/YJ2j9pN7D6U?si=LJam5kgqb0DlbkDV

SUGESTAO DE ATIVIDADE EM
~RUID O

g |

At

Ao clicar no link abaixo ou apontar a camera do celular
para o QR CODE ao lado, vocé sera redirecionado para
o site do GeoGebra.

Em grupo, acesse o site do GeoGebra e escreva no campo sinalizado com o sinal
+, conforme a figura abaixo, as funcdes a seguir. Observem o que acontece com
o grafico ao mudar a funcdo em cada acdo e depois respondam o0 que aconteceu

em cada acao.

GeoGebra Calculadora

+  f(x) = tg(x)

ACAO 1 ACAO 2

o f(x) =tg (x) o f(x) = tg (x)

e f(x) = tg (2x) e f(x) = tg (-x)
o f(x) =tg (3x) o f(x)=tg (-2x)
e f(x) = tg (4x) e f(x) = tg (-3x)

ACAO 4 ACAO 5

o f(z) =tg(z) o f(z) =tg(z)
 f(x) = 2tg(x) flw) = tofa +3)

o fz) =3tg(x) o« f(z) =tg(z + )
o Fx) =75 tola)

R B IR ESRESRES2 N4 S

ACAO 3

e f(x)=1+1tg(x)
e f(x) =2 +tg (x)
e f(x)=3+tg(x)
e f(x) =4 +tg(x)

LLDZLLDZELLDZELDZKKL:


https://www.geogebra.org/calculator
https://www.geogebra.org/calculator

E correto afirmar que tg 150° é:

a) V3
3
V3

b)—?

) —V3

d) V3

e) —1

E correto afirmar que tg 300° é:

a) 1

V3
b) =
) —V3
d) V3
e) —1

, . 5%
E correto afirmar que tg —-

a) Lg
3
S
A V3
d 1

AN N S Y

é:

ATIVIDADES PARA 0$ ESTUDANTES




- ATIVIDADES PARA 0SS ESTUDANTES

Qual a fun¢do que melhor representa esse grafico no intervalo [-1,m]?

6
4
2
-7 —p 3 x
2 -2 4
-4
-6

A) Y =tg(3)
B) ¥ = t9()-
C) y = sen (2z).
D) y = —cos ().
E) ¥ = 2 cos (x)

1
O grafico que representa a funcio h(x)=2 +§tg(;’<) é:

1) )
_yf\
B
g
=
3]
5 3
x 3
&
) V)
L A
54
L I L i —
0] = = 3z 2v 55 3w Tu 4w 9 Sw X a4
Z 2 12 2 4
| Il i T
1 1 1
Y S SRS, | :
B O — e 1 g
f l._ ! F 1 x
K '\_‘ ! Fd E
of \ | 3 dm—af EOF W 2eaw o x 3
/ \ | ,-"" 3 i_{+ 3 3 §
" , 1
.; \ | /¢ -
\ | /F _gd
_ff \ i
\k i -)f =
- S . &




ATIVIDADES PARA 05 ESTUDANTES

O grafico que representa a funcao m{x}=%tg(x- -;5-) é:

B] 1) 1) .
U .
¥ v
o4
41 e e 41
0 # W 3z 2n 52 3= Ia 4= 9n Sn X
Kl ] i 3+
i
:' 27
-. i
P £
. ¥ rd
0 1 :
f i /
.l i /8 E
B ; ;o
=] LY ] 3
% O g =
E \"; :' . ]
r = =G msnsnsnnsn s Cardp

Somgio

A curva abaixo é a representacao grafica da func¢do, tal que (x) =1 + tg x.

Analisando o grafico, responda as questdes.

a) Qual é o periodo da funcao h?

b) Por quais valores de x passam as assintotas da funcao h?

Roraldo Lucen af iy es



/ATIVIDADE 1: B \

ATIVIDADE 2: C
ATIVIDADE 3: D
ATIVIDADE 4: B
ATIVIDADE 5: Grafico l
ATIVIDADE 6: GRAFICO llI
ATIVIDADE 7:

a) Qual é o periodo da funcao h?
7

b) Por quais valores de x passam as assintotas da func¢do h?

z-|—k7r,l€€Z

\? /
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