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PAEBES / AMA

EM13MAT105
Utilizar as nocdes de
transformacdes
isométricas
(translacado,
reflexdo, rotagdo e
composic¢des destas)
e transformacdes
homotéticas  para
construir figuras e
analisar elementos
da natureza e
diferentes
producdes humanas
(fractais,
construcdes  civis,
obras de arte, entre
outras).

Corresponder pontos do plano cartesiano a
pares ordenados.

Identificar e representar transformac&es
geomeétricas  (translacbes, reflexbes e
rotacoes).

Reconhecer e utilizar o fato de que as imagens
de uma figura construida por uma simetria
sdo congruentes, identificando propriedades
e/ou medidas que ndo se alteram.

Reconhecer e utilizar o fato de que as imagens
de uma figura construida por uma
transformacdao homotética sdao semelhantes,
identificando propriedades e/ ou medidas que
se modificam ou ndo se alteram.

Utilizar os conceitos de simetria no plano,
bem como os de transformac¢des homotéticas,
para interpretar elementos da natureza e
diferentes producdes humanas (fractais,
construgdes civis, obras de arte, entre outras).
Reconhecer em padrdes geométricos de
diferentes etnias isometrias no plano
(reflexdo, translacdgo e rotacdo) ou
transformac6es homotéticas.

Identificar regularidades em coordenadas
cartesianas de vértices de figuras obtidas por
simetria (reflexdo, translacdo e rotacdo) e por
ampliagdo ou reducdo.

D043 M Identificar a
localizacdo de pontos
no plano cartesiano.

D053 M Reconhecer
figuras obtidas por
composicdes de
transformacdes

geométricas (reflexao
e rotacdao) na malha
quadriculada.
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a natureza, a simetria é uma constante. As
flores, por exemplo, exibem uma beleza impar
em suas formas perfeitamente balanceadas. As
borboletas e mariposas, com suas asas
adornadas por padrdes simétricos, sao
exemplos cldssicos da beleza que a simetria
pode proporcionar.

Mas a simetria ndo se limita a natureza. Ela
também marca presenca em diversas formas de
expressdo artistica, como a arquitetura e a
pintura. Na arquitetura, edificios icbnicos como
o Taj Mahal e a Catedral de Notre Dame sdo
exemplos de como a simetria pode ser utilizada
para criar obras de arte que inspiram beleza e
imponéncia.

Na pintura, artistas como Leonardo da Vinci e
Maurits Cornelis Escher exploraram a simetria
em suas obras, criando pinturas que desafiam
nossa percepg¢ao e nos convidam a questionar a
realidade.

Mas, por que a simetria é tdo importante? Uma
das respostas estd em nossa propria percepcao.
O cérebro humano é naturalmente atraido por
padrdes e formas simétricas, pois eles nos
transmitem a sensa¢do de ordem, equilibrio e
beleza.

A simetria também esta relacionada a
funcionalidade. Em animais, a simetria bilateral
garante um melhor desempenho em atividades
como a locomocgdo e a caca. Em objetos criados
pelo homem, como ferramentas e maquinas, a
simetria garante um melhor funcionamento e
eficiéncia.

Bons estudos!

e 7 G
Maripos

Obra de M. C. Escher

Canva Canva

https://mcescher.com/
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Conceitos e
Contetidos

O PLANO CARTESIANO

Considere duas retas perpendiculares r e s, concorrentes em um ponto O.
Escolhemos uma unidade de medida de comprimento (por exemplo, o centimetro)
para marcar os niumeros em ambas as retas, de forma que o ponto O representa a
origem e marca a posicao 0.

»
&
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Este plano é entdo chamado de plano cartesiano. Chamamos o eixo horizontal de
eixo das abscissas, indicado por x, e o eixo vertical de eixo das ordenadas, indicado
por y.

Todo ponto escolhido no plano cartesiano possui um unico par de numeros que o
representa. Vejamos como obté-lo:

1.Dado um ponto P no plano U A
cartesiano consideramos duas
retas r' e s’ passando por P e
paralelas aos eixos horizontal e
vertical, respectivamente.

2.Tais retas determinam pontos
nos eixos x e y, que podem ser
associados a numeros reais Ip
e yp O par ordenado(zp,yp) € P

chamado de coordenada de P. yp r

Observe na ilustracdo ao lado
como obter tais niumeros.

Podemos indicar P = (xp,yp)OU 0
entao P(zp,yp)-
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(2,4) ou A(2,4) . Seguindo o mesmo raciocinio

Iniciando pelo ponto A, vemos que o valor correspondente a ele no eixo horizontal

2 e no eixo vertical é 4, portanto A
temos: B(—5,5),C(-3,-3) e D(5,—1).
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As transformacdes isométricas sao aquelas que alteram a posicdao de uma figura,
mantendo sua forma e tamanho. Podemos chama-las de isometrias.
Nesta secdo, veremos trés tipos de isometrias: translacao, reflexao e rotacao.

Translacao

Quando uma figura é obtida a partir de outra, fazendo um deslocamento de todos os
pontos dela, na mesma direcdio, no mesmo sentido e na mesma medida de distancia,

temos um caso de simetria de translagéo.

Poligono 1
- v
Todos os pontos do poligono 1
foram deslocados na mesma
direcdo, em 4 unidades para baixo,
(tome o lado do quadradinho como
unidade de medida), gerando,
assim, o poligono 2. 0
—————————— e e |
| I
| |
——pmle L4
| |
I I
s e il . et
| I
{--t--l--4-----4  (»)Apods a translagio do
I | N
| | triangulo  ABC no
7 I e’ i Sl | .
. . sentido de %/, obtemos
| 1N s A Telall .
. & bk o’tr|angulo A'B'C, cujos
SHIE RURR. NS SUNUE AU, MU vértices sao: A'(-2,-1),
: : B'(=3,-4) e C'(—1,-4).
SEY TR
_____ L 3] @APPS a translacdo do
: ! triangulo  ABC  no
e b sentido de ﬁ, obtemos
! ! HE-Y n nen
e sh W o triangulo A"B"C",
: | cujos vértices sdo:
I S I e e = — | I
A"(0,4),B"(-1,1) € C"(1,1).
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Reflexao

Quando fazemos a reflexdo de uma figura em relacdo a uma reta obtemos uma figura
congruente a figura original, porém numa posi¢éo diferente em relacéo a reta dada.

Vejamos 0 processo para obter o simétrico de um ponto A em torno de uma reta r:

1 Representar graficamente os Tracar uma reta S 3A partir de O, marcar, sobre a

objetos. perpendicular a reta r reta s um ponto A’ , de modo
passando por A. Marcar o que a distancia de O a A seja
ponto O, intersecdo das retas igual a distanciade O a A"
res.

A reflexdo de uma figura em relacdo a uma reta dada é o mesmo que obter a figura
formada pelos pontos simétricos dos pontos dessa figura em relacdo a reta dada.
Observe na figura abaixo as reflexdes em torno do eixo x e do eixo y do tridangulo
Cujos vértices sao os pontos : A(—4,4), B(—5,1)e C(-3,1).

[ N

————— | radereding lhoadirite: B tbutie (i 6t

Apos a reflexdo em
torno do eixo X,
obtemos o triangulo
AB'C’, cujos vértices
sd0: A'(—4,—4), B'(—5,—1)

5 e C'(—3,-1) .

Apbés a reflexdo em
@torno do eixo v, .
obtemos o triangulo
A"B"C", cujos vértices .
sao: A”(4,4), B”(5,1)

e C”(3,1).




Rotacgao
A simetria de rotac@o ocorre quando uma figura plana é girada em torno de um ponto,
de acordo com um angulo (com medida de abertura entre 0° e 360°), em certo sentido
(hordrio ou anti-hordrio).

z_. CONSXOSS maremarncas
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Vamos ver o processo para determinar a rotacdo de 90° no sentido horario de um
ponto A em relacdo a um ponto fixo O:

(ahd

1Representar graficamente os 2

Tracar uma reta r passando 3A partir de O, marcar, sobre a

objetos. por A e O. Apds isso, tragar reta s um ponto A’ , de modo
uma reta s passando por O que a distancia de O a A seja
formando o angulo desejado igual a distanciade O a A",
comaretar.
Observe na figura abaixo as rotacdes de e de

em torno da origem do plano cartesiano, do tridngulo cujos vértices
sdo os pontos A(—4,4),B(—5,1) e C(-3,1):

Y
l———|—-—|——"|——-r——-|-—ﬁ ——r-——|———|——"|-—-r——'|
| 1 | 1 | | I 1 | | | 1
| | | | | | I 1 | | | |
N W T I S B
b A b
R T R 1= 7 ;7 4] B == 77 [
[ : | : [ : 1 : [ : [ :
Pl mE b At e s a rotago de 90°
Y YR ¢ 43 g p6s a rotacdo de
B 2 EeE b no sentido anti-horario,
[ f | [ | [ [ in
I__E;-____l____g__J__l” I N A (R obtemos o triangulo
. P oyl AB'C, cujos Vértices
L " L - | " O 1 | L% ~ . /_ _ /_ o
£ & A X 2 A4 0 1 ?p S840 A(—4,-4), B(-1,—-5)e

6
[ (=3, -1).
!
|

(»)Apds a rotagao de 180°
no sentido horario,

obtemos o triangulo
A"B"C”", cujos vértices
sdo: A7(4,—-4), B"(5,-1)
eC”(3,-1).




FIGURAS SIMETRICAS

Algumas figuras sao ditas simétricas, isto €, apresentam algum dos tipos de simetria
ja apresentadas em sua propria composicao.

1 Uma figura apresenta simetria axial quando uma linha passa sobre a figura ou
objeto de tal maneira que as duas partes ficam exatamente iguais, como se uma
fosse o reflexo da outra. Chamamos essa linha de eixo de simetria.

Uma grande parte dos seres vivos apresentam simetrias axiais, como é o caso das
mariposas Luna. Na quimica, a simetria & usada para classificar moléculas como
quirais (simétricas) e aquirais (assimétricas). Muitos compostos extraidos de
mateérias-primas naturais sao quirais, podendo aparecer isoladamente ou em pares,
como por exemplo, o limoneno, enquanto um deles apresenta odor de laranja, o
outro apresenta odor de limao.

[ ) P

Disponivel em: https://abrir.link/YRPRD.

Acesso em 26 de janeiro de 2025.

Limoneno

https://pt.wikipedia.org/wiki/Actias_luna. Acesso em

26 de janeiro de 2025.

Disponivel em:

Maripos Luna

2 Uma figura apresenta simetria de rotacdo quando é possivel rotacionar essa
figura em torno do seu proprio centro, a menos da volta completa, e, ainda
assim, obter a mesma figura.

A simetria de rotacdo pode ser observada em diversas estruturas na natureza, como,
por exemplo, nas flores de Datura stramonium e em cristais de gelo.

Disponivel em: https://abre.ai/IXA3. Acesso em 26 de

https://pt.wikipedia.org/wiki/Datura_stramonium.
janeiro de 2025.

Acesso em 26 de janeiro de 2025.

Disponivel em:

Flor de Datura stramonium Cristal de gelo
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3 Uma figura apresenta simetria de translacao quando ela € obtida fazendo o
descolamento, em apenas uma ou em diversas direcdes, de um de seus
elementos.

A simetria de translacao pode ser observada em obras de arte, como na obra Plano
n° 128 de Escher, e em obras arquitetdnicas, como o Palacio da Alvorada em Brasilia.

Disponivel em: https://mcescher.com/gallery/symmetry/#iLightbox[gallery_image_11/104.

Acesso em 26 de janeiro de 2025.

s d—

A

Disponivel em: https://abre.ai/IXBg.
Acesso em 26 de janeiro de 2025.

Palacio da Alvorada, Brasilia

Prezada Professora, Prezado Professor,

é importante discutir com os(as) estudantes que uma figura, objeto, ser vivo, obra de arte ou
arquiteténica pode apresentar mais de um tipo de simetria. Pode ser uma proposta interessante
sugerir que eles pesquisem e analisem algumas obras de arte buscando identificar a existéncia de
alguns tipos de simetria.
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TRASNFORMACOES HOMOTETICAS

Nas transformac¢des homotéticas, o tamanho das figuras é alterado, porém a nova
figura é semelhante a figura original. As transformacdes homotéticas também sao
chamadas de homotetias e mantém a proporcionalidade das medidas lineares.

Multiplicacdo de um ponto por um numero real

Yo . .
Para multiplicar »ﬁ(igl’e?r)a Eultlpllcado por
um ponto por um ‘|4 % (—1,2) = (1,-2) - A(1,-2).
numero real | | /I S o .
devemos ‘J°‘*L-J »Bé?;’;)B" multiplicado porz.
multiplicar todas }——‘—‘4:'——-: :i & 1 '3 1) L
as entradas desse  jo | | e i 3% 3:3)=(11) = B(L1).
ponto por este A T I S . .
numero real. Veja T v o 7 5+ v 20 Cét;?multlpllcado por -3,
os exemplos a0  h---demafeomdioobodo i 81 : |
lado: QA.“CL 5 X (4,-2) = (=2,1) = C(=2,1).

Multiplicacdao de um poligono por um numero real
Considerando os vértices de um poligono como pontos do plano cartesiano, para
multiplicar um poligono por um numero real k devemos obter seus vértices multiplicados
por k e, entéo, ligd-los, obtendo, assim, o poligono multiplicado por k. Veja os exemplos
abaixo:

yT yT
‘____T__'5 o S e e T
) 14 c Vo L
F-==-+---4 o 4 T b T i T
1 ! i ! i I I | ) |
1 I | 1 1 | [} I |
1 ! | ! i ! I | I !
----- | pm—mde ey | e ———mm—m—ba e - -
A A RS A
L1 _§ LSl B T
| ! : | O | A !
e FTT ; A P! i
L oA \ L S N B TS T
i A 0 4 : A;! [} 1 2 a 4 5 8
e o
L L S
[ = LRy [Ny |G PRI | iy (LS Sy .|
[ ‘ - a 1
Ao multiplicar o poligono ABCDE por 2, Ao multiplicar o tridngulo ABC por 5
obtemos o poligono AB'CD'E’ N
obtemos o triangulo A'B'C'. .

. 1
A Itiplicar AB —=
o multiplicar ABC por T obtemos o .
triangulo A"B"C".

a Se o valor de k for menor do que zero o poligono obtido é invertido em rela¢éo ao
poligono original.
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Homotetia

Para obter a ampliacdo ou reducdo, com ou sem inversao, de uma figura podemos
usar a técnica de homotetia. Vamos ver como fazer a ampliacdo do triangulo ABC
usando o centro de homotetia H e uma razao 2:

r 5
e
A
/B
A A

C (o c'
1Representar graficamente os A partir de H tragar 3 Sob as retas tracadas, marcar
objetos. retas, r, s e t, passando os pontos A, B' e C' de modo
por A B e G que HA=2HA, HB=2HB e
respectivamente. HC'=2HC. Apds isso, construir

o triangulo A'B'C'.

Caso a razao usada seja negativa a
imagem formada aparece no lado
oposto ao centro de homotetia H, o o B
portanto, a imagem formada se B H

apresenta invertida em relacdo a
imagem original. Nesse caso,
dizemos ter uma homoteta CUs
inversa.

-

Observe ao lado a transformacao | 4
do tridngulo ABC por homotetia | | Cy
pelo ponto H usando a razdo -0,5 e T
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FIGURAS CONGRUENTES E SEMELHANTES

Observe a seguinte obra de M. C. Escher:

E possivel notar que os
peixes do centro da imagem
apresentam o mesmo
tamanho e um pode ser
obtido a partir do outro por
uma simetria de rotacdo de
90°. Além disso, os peixes, a

medida que nos  (\ [/,
aproximamos da
circunferéncia vao 3
reduzindo de tamanho, no
entanto, mantém as
mesmas caracteristicas dos
peixes presentes no centro
na imagem.

Circle Limit lll, M. C. Escher
Disponivel em: https://mcescher.com/. acesso em 27 de janeiro de 2025.

Observando a figura podemos notar que, se forem sobrepostos, os desenhos dos
peixes no centro coincidem exatamente. Nesse caso, dizemos que as figuras sao
congruentes.

Ja nos peixes fora do centro, isto é, quando olhamos em direcdo a borda do circulo,
temos que as as propor¢des sdao mantidas, no entanto, os peixes sdo reduzidos.
Neste caso, dizemos que as figuras sao semelhantes.

As transformacfes isométricas (reflexdo, translacdo e rotacdo) geram figuras
congruentes enquanto as transformacdes homotéticas (com k # +1) geram figuras
semelhantes.

Uma poligono, ao sofrer uma transformacao o

. ~ . Para verificar esse
homotética, sofre alteracao nas medidas de seus lados, ,

i i fato e torna-lo
portanto em seu perimetro e em sua area. mais tangivel para
Quando |k|>1, a figura sofre uma ampliacdo, quando | os estudantes, o
|k|<1 a figura sofre uma reducdo e se |k|=1, a figura | professor pode
ndo sofre modificacdo em relacdo ao comprimento de | fazer uso desta

ad aplicacdao no
Seus lados. GeoGebra que

Em todos os casos o perimetro da nova figura € |k| | pode ser obtida,
vezes 0 perimetro da figura original e a area da figura | também, pelo QR

nova é k2 vezes a area da figura original. Code ao lado.

Q



https://www.geogebra.org/m/wm77bevf

FRACTAIS

A primeira vista, o0 mundo natural parece aleatério, caético. Mas na realidade existe
todo um esquema desde as pétalas de uma flor, até o curso sinuoso de um rio.
Observamos a presenca de diferentes formas no mundo que nos rodeia e, uma
delas, é o fractal.

O termo Fractal, foi denominado pelo matematico Benoit Mandelbrot, um dos
precursores nos estudos desses objetos, baseando-se no latim, do adjetivo fractus,
cujo significado é quebrar, criar fragmentos. Podemos definir um fractal como uma
forma cujas partes se assemelham ao seu todo sob alguns aspectos.

Ao tomar um trecho do fractal, percebe-se que tal trecho é semelhante ao fractal,
apenas com uma reducdo na escala, do tamanho original. Essa caracteristica
permanece em qualquer nivel de construcdo do fractal.

Um exemplo classico de fractal é o Triangulo de Sierpinski. Ele recebe esse nome em
homenagem ao matematico polonés Wactaw Sierpinski, que foi o primeiro a
descrever essa estrutura.

A A L & 8

Tridngulo de Sierpinski
Disponivel em: https://abrir.link/HirgN. Acesso em 27 de janeiro de 2025.

O Triangulo de Sierpinski € um fractal que parte, inicialmente, de um triangulo
equilatero e que, em seguida, toma-se os pontos médios de cada lado do triangulo e,
a partir deles, constréi-se quatro triangulos equilateros, retirando o triangulo central,
como na figura anterior.

Outro exemplo de fractal € a Curva de Koch, um fractal constituido a partir de um
segmento de reta, no qual divide-se esse segmento em trés parte iguais e retira-se a
parte do meio, substituindo-a por um triangulo equilatero sem base, como na figura

a seguir. Q

Professor(a), que
tal explorar

outros fractais
com os(as)
N /\ alunos?

Sugerimos a

arvore de

Pythagoras e
/\ conjunto de

Mandelbrot .

Curva de Koch
hY Disponivel em: https://abrir.link/bgKtL. Acesso em
27 de janeiro de 2025.

13
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Além dos objetos matematicos como a Curva de Koch e o Triangulo de Sierpinski,
podemos observar fractais em diversos elementos da natureza, como, por exemplo,
cristais, plantas e animais. Observe abaixo alguns exemplos:

Brocolis romanesco

Disponivel em: https://abrir.link/QbGbO. Acesso em 01de =
fevereiro de 2025. Pulméo humano

Disponivel em: https://abrir.link/EIMdd. Acesso em 01 de
fevereiro de 2025.

Vitéria Régia
Disponivel em: https://abrir.link/bwsjX. Acesso em 01de
fevereiro de 2025.

Samambaia
Disponivel em: https://abrir.link/LigKk. Acesso em 01de
fevereiro de 2025.

I3 ,
Cristal de Bismuto o g g
Disponivel em: https://abrir.link/bwsjX. Acesso em 01de Leito de um rio no deserto
fevereiro de 2025. Disponivel em: https://abrir.link/BCp)C. Acesso em 01de

fevereiro de 2025.
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Exercicios
m Resolvidos

EXERCICIO 1.

“Adinkra é um conjunto de simbolos ideogrdficos dos povos acd, da Africa Ocidental. Com
mais de 90 simbolos, transmitindo significados filoséficos e socioculturais por meio de
nomes e provérbios, esses ideogramas s@o referenciados em animais, plantas, corpos
celestiais, no corpo humano e em formas abstratas. Esse sistema de escrita antigo
africano desafia a ideia eurocentrista de que a Africa néo possui histéria escrita.

No Brasil, esses simbolos se popularizam em diversos espacos e atualmente podem ser
encontrados em portbes, trabalhos com ferragem, estampas de vestimentas e até
tatuagens. Os Adinkra, assim, transcenderam suas origens culturais, tornando-se uma
forma de comunicagéo visual globalmente reconhecida, sendo adotados na didspora
para recuperar e valorizar tradicbes ancestrais africanas.”

Disponivel em: https://www.sescsp.org.br/editorial/com-que-adinkra-que-eu-vou-no-carnaval-do-sesc-consolacao/.
Acesso em 1° de fevereiro de 2025.

Observe abaixo alguns simbolos adinkra

Os pés de galinha. A galinha pisa nos Samambaia. A palavra também significa “Eu ndo
pintinhos, mas nédo os machuca. tenho medo de vocé”.
Simbolo da protecdo materna e paterna e Simbolo da resisténcia, do desafio as dificuldades,

da disciplina temperada com paciéncia e da forga fisica, da perseveranga, da independéncia
AKOKO NAN Capricho. ava e da competéncia.

A planta fofoo sempre quer que as
sementes da gyinatwi ressequem.
Simbolo da necessidade de evitar o ciime

Nunca é tarde para voltar e apanhar o que ficou
atras.
Simbolo de sabedoria de aprender com o

-

FOFoo € ainveja. SANKOFA passado para construir o futuro.

Sobre a simetria presente nos simbolos adinkra acima, julgue as afirmativas abaixo
em verdadeiro ou falso.

a) ( )Fofoo apresenta apenas simetria de rotacdo de 45°.
b) ( )Akoko Nan e Aya apresentam o mesmo tipo de simetria.
c) ()Sankofa ndo apresenta nenhum tipo de simetria.

d) ( )Akoko Nan apresenta simetria de reflexdo e de rotacdo. .

15
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Solugao: Vamos analisar cada uma das figuras individualmente.

© Akoko Nan apresenta uma simetria de reflexdo com um eixo
de simetria horizontal, conforme indicado na figura ao lado, e
nao apresenta simetria de rotacdo. observe a sequéncia de
rotacbes da figura abaixo.

8X8T8

180° 270° 360°
© Aya apresenta apenas i © sankofa nio apresenta
uma simetria de reflexao nenhum tipo de simetria
com eixo de simetria em sua composicao.
vertical, conforme

indicado ao lado.

@ Fofoo apresenta simetrias de rotacdo e 4 eixos de simetria,
conforma a figura ao lado.
Observe que os eixos de simetrias formam, entre dois eixos
consecutivos, um angulo de 45°, indicando que a rotacdo da
figura de um angulo multiplo de 45° gera a mesma figura,
observe alguns exemplos:

Assim, temos:
a) (F) Fofoo apresenta apenas simetria de rotacdo de 45°.

b) (V) Akoko Nan e Aya apresentam o mesmo tipo de simetria.
c) (V) Sankofa ndo apresenta nenhum tipo de simetria.

d) (F) Akoko Nan apresenta simetria de reflexdo e de rotagao.

AAAAAA
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EXERCICIO 2. (OBRL 2017 - Adaptada) A imagem abaixo representa um azulejo

decorado.

A

Efetuando, nessa figura, uma simetria de reflexdo em torno do lado BC e, em
seguida, uma rotacdo de 90° no sentido horario em torno do ponto B, obtemos a

figura indicada na alternativa

lS ISl B

Solucgao:

9 A partir de ABCD'E'F, fazemos a
rotacao de 90° no sentido horario do

portanto,
A A

B B

c C

D" D"

E E”
FF

Assim, o hexagono final é
AIIBCIDIIEIIFII.

e)

Considere o hexagono ABCDEF, fazendo a
( reflexdo em torno do lado BC, obtermos
A'BCD'E'F.

0 Logo, ao final do
processo, obtemos a

figura  presente na

alternativa b):
B [

17
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EXERCICIO 3. A imagem abaixo representa a transformacdo homotética do tridngulo
ABC através do centro de homotetia H.

5 ST ST Ty o

! ol I b

i s i et it Rnst it lants

I 1| | | I I

| 1 | | | | | I

F== == == s T

| 1 | | | | | |

Y RN A, SN IS SO A |

| | | | | | | I

I P | oy

e e R g | ) Ce S

| | I | | | I | 2 |

| 1 I | 1 | I I |

L._...}_l_.f..__._p_.._._l_.l_*._

| 1 | | | | | | |

I b | ol |

| . | 1 . | | . | )

6 5454 3 2454 6

3 | 1 | Y | ¥ | I s |

BN~ 5 Ml 57l R S s s s

/ I I I

! | LAI ! I I I I I

F==1 ST RS SRSSE SO Snmene ey

{ | I : I : I : I
S— R R . SR A o __

r | P 3 | ' | Ll |

| I I ! I | I | I

b b derds aida sbask ask el el

| 1 I ! I I I I I

! 1 I ! I ! I I I

| S il sl R L i e ] i e

! | I | I | I I I

| I I ! I I I I I

| i —L=miosdoerta= e =l s aslk o a=la=a

Sobre esta transformacgao faz-se as seguintes afirmativas:

l.  Arazao de homotetia € maior do que 1, pois as dimensdes de A'B'C’' sdo maiores
do que as dimensdes de ABC.

Il. O perimetro de A'B'C’ é 1,5 vezes o perimetro de ABC.
[1l. Aareade A'B'C' é 1,5 vezes a area de ABC.

Esta(ao) correta(s) apenas a(s) afirmativa(s)

a) I o) Il. e) lelll
b) lell. d) Ilelll.
Solucgao: Inicialmente, note que o segmento AB mede 2 u.c. e que o segmento A'C’ .
mede 3 u.c., portanto, a razao de homotetia, em maodulo, é igual a 1,5:
’Z_g/ = g =1,5. .

No entanto, a figura esta invertida, assim, k=-1,5. Desse modo, o perimetro de A'B'C’
é 1,5 vezes o perimetro de ABC e a area de A'B'C' é 1,5-1,5=2,25 vezes a area de ABC.
Portanto, a alternativa correta é a alternativa C.
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LIVRO DIDATICO

M. C.
ESCHER

FRACTAIS

ATIVIDADE
INTERDISCIPLINAR

TRANSFORMACOES

GEOMETRICAS

. Prezado(a) professor(a), os conceitos apresentados neste
N material estruturado podem ser trabalhados usando os
:@_} seguintes livros didaticos:
N = 1.Volume 3 (Geometria e Trigonometria) - Cole¢do Prisma
_3:_::;_;:; “‘"*:,35 Matematica (Editora FTD):
WS * p.18-27.
\(»:9‘9:_; 2.Volume 4 (Trigonometria e Sistemas Lineares) -
) N Colecdo Matematica em Contextos (Editora Atica):
e p.13-15.

As obras do artistas Maurits Cornelis Escher podem ser
encontradas no site dedicado a manter seu acervo:
https://mcescher.com/gallery/symmetry/#

Os QR Codes ao lado levam diretamente para
construcdes interativas do Triangulo de
Sierpinski e da Curva de Koch no geogebra.
E interessante abrir os links e mostrar a
construcdo iterativa desses objetos no

momento da discussdo em sala. Triangulo de
Sierpinski

Curva de Koch

A atividade proposta neste link pode ser utilizada sozinha
ou em conjunto com os professores de filosofia e sociologia
para discutir a presenca de simetrias nas culturas africana e

indigena e para discutir questdes como a importancia
dessas obras para a valorizagdo étnica.

O Produto Educacional da pesquisa de mestrado de Sabrine Costa Oliveira,
cujo titulo é “Transformacdes Geométricas: Bordando Conceitos e Divulgando
Atividades” apresenta algumas propostas (paginas 30 a 47) que podem ser
exploradas para o estudo das transformacdes geométricas.

19


https://mcescher.com/gallery/symmetry/
https://www.geogebra.org/m/uuspxpr5
https://www.geogebra.org/m/uuspxpr5
https://www.geogebra.org/m/n2f5srkt
https://drive.google.com/file/d/1hOb8NMdnWLdIJv91Z7EXIfvYfyyMqiVD/view?usp=sharing
https://educapes.capes.gov.br/bitstream/capes/564129/2/MPECM_Produto%20Final_SABRINE%20COSTA%20OLIVEIRA_Turma%202014.pdf
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= Atividades

6 Este documento disponibiliza, para estudantes e professores, uma
WA Ny

¥ malha quadriculada e um plano cartesiano ao final para otimizar o
@ aprendizado e o ensino, oferecendo ferramentas praticas para a
realizacao de tarefas, sempre que necessario.

Uma figura geométrica em forma de triangulo equilatero esta posicionada com um
dos seus vértices apontando para cima, conforme representacdo abaixo. O triangulo
sera girado 90 graus no sentido horario em torno do seu centro. Apds a rotacao de
90 graus no sentido horario, qual sera a nova posi¢ao do vértice que inicialmente
estava apontando para cima?

A) O vértice ficara apontando para a direita. ®
B) O vértice ficara apontando para baixo.

C) O vértice ficara apontando para a esquerda.

D) O vértice permanecera na mesma posicao.

E) O vértice ficard apontando para o centro do triangulo.

Considere um pentagono com os seguintes vértices no plano cartesiano:

Esse pentagono sera submetido a uma reflexao em relacdo ao eixo X. Quais serdo as
novas coordenadas dos vértices do pentagono apés essa transformacao?

A)A'(1,-2), B'(3, —4),C"(5, ~2), D'(~4,0), E'(~2, 1)
B)A(1,—2). B'(3,—4),C'(5,~2), D'(4,0), F'(2,1)
O)A'(~1,2), B'(—3,4),C"(=5,2), D'(—4,0), E'(~2,1)
D)A'(1,—2), B(3, —4),C'(5,—2), D'(4,0), E'(2, —1)
E)A'(1,-2), B'(3,—4), C'(~5,2), D'(4,0), E'(2,1)
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ATIVIDADE 3

A obra Lagartos n° 56 (Lizards), criada por Maurits Cornelis Escher em 1942, é um
exemplo notavel da habilidade do artista em combinar arte e matematica. Esta
xilogravura representa uma série de lagartos que se entrelacam em um padrao

repetitivo, demonstrando a maestria de Escher em transformar formas poligonais
em composicdes artisticas complexas.

~ Obral gartos (n56)

g e

Disponivel em: https://arteeartistas.com.br/

Dentre as caracteristicas matematicas abaixo, qual €é mais evidente na obra
"Lagartos n° 56" de Escher?

A) O uso de reflexao para formar imagens espelhadas entre os lagartos.
B) A aplicacdo de translacdo para criar o padrao repetitivo dos lagartos.

C) O uso de simetria por rotacao para organizar os lagartos em torno de um ponto
central.

D) A representacao de fractais na composicao das figuras.
E) A utilizacao de proporc¢des aureas no desenho dos lagartos.
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ATIVIDADE 4

(Enem 2013) Um programa de edicdo de imagens possibilita transformar figuras em
outras mais complexas. Deseja-se construir uma nova figura a partir da original. A
nova figura deve apresentar simetria em relagao ao ponto O.

O

Aimagem que representa a nova figura é:

‘=F

=
=
-

~
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(Enem PPL 2018) Isometria é uma transformacdo geométrica que, aplicada a uma
figura, mantém as distancias entre pontos. Duas das transformacdes isométricas sao
a reflexdo e a rotac¢do. A reflexao ocorre por meio de uma reta chamada eixo. Esse
eixo funciona como um espelho, a imagem refletida é o resultado da transformacao.
A rotacao € o “giro” de uma figura ao redor de um ponto chamado centro de rotacao.
A figura sofreu cinco transformac¢8es isométricas, nessa ordem:

12 - Reflexao no eixo x;

2?2 - Rotac¢do de 90 graus no sentido anti-horario, com centro de rotacao no ponto A;
3?2 - Reflexdo no eixoy;

42 - Rotacao de 45 graus no sentido horario, com centro de rotacdo no ponto A;

57 - Reflexdo no eixo x.

Posic¢do inicial da figura:

Qual a posicao final da figura?
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As mandalas sao representa¢des artisticas que possuem uma rica histéria e
significado em diversas culturas. Originarias de tradicdes espirituais, como o
hinduismo e o budismo, as mandalas sdo frequentemente utilizadas como
ferramentas de meditagdo e autoconhecimento. Elas simbolizam a totalidade, a
harmonia e a conexdo entre o microcosmo e 0 macrocosmo. A palavra "mandala"
origina-se do sanscrito e significa "circulo”, representando a totalidade e a harmonia.
Sua construcdo envolve a aplicacdo de conceitos matematicos, especialmente a
simetria rotacional (refere-se a propriedade de um objeto que pode ser girado em
torno de um ponto central e ainda parecer idéntico apds uma rotagdo em um angulo

especifico), que é fundamental para criar padrdes repetitivos e equilibrados.

Utilize o plano abaixo para construir uma mandala aplicando o conceito de simetria

rotacional.

Pinte sua mandala com suas cores favoritas. Experimente combinagdes que te agradem e que tragam
harmonia ao seu trabalho. Sinta-se livre para adicionar elementos unicos, como figuras geométricas

Dica:

ou desenhos que representem algo especial para vocé.

Exemplo:

"Assim como as mandalas revelam a harmonia das formas e cores, a Matematica nos mostra a

perfeicdo dos padrdes e das conexdes. Vamos criar juntos, unindo arte e ciéncia, para descobrir a

beleza que existe em cada detalhe!"
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Crie na malha triangular a seguir o Triangulo de Sierpinski até a 3% ordem, seguindo
0s passos descritos abaixo. Use lapis e régua para garantir precisdo e observe como
padrbes geométricos se repetem em diferentes escalas.

e Passo 1 (Triangulo Inicial, ordem 0): Identifique um triangulo equildtero grande
na malha e destaque-o como o triangulo inicial.

e Passo 2 (Ordem 1): Localize os pontos médios dos lados do tridangulo inicial e
conecte-os para formar um triangulo menor central. Pinte ou marque o triangulo
central para remové-lo visualmente.

e Passo 3 (Ordem 2): Repita o processo nos trés triangulos restantes, localizando
os pontos médios de cada lado e removendo o0s novos triangulos centrais.

e Passo 4 (Ordem 3): Continue o padrao nos nove triangulos resultantes,
removendo os triangulos centrais de cada um.

25
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ATIVIDADE 8

O simbolo Sankofa, originario da cultura Akan da Africa Ocidental, representa a
importancia de aprender com o passado para construir um futuro melhor. Ele é
frequentemente ilustrado como um passaro mitico que voa para frente, mas com a
cabeca voltada para tras, segurando um ovo que simboliza o futuro. Esse simbolo
também pode ser representado por um corac¢do estilizado. A palavra Sankofa vem
da lingua Akan e significa "voltar e buscar" (san = voltar, ko = ir, fa = buscar).

A seguir esta o simbolo Sankofa representado em um plano cartesiano. Desenhe
essa figura no plano cartesiano, apds a realizacdo da reflexao da figura inicial em
relacdo ao eixo y. Na sequéncia, explique as etapas que utilizou para realizar essa
transformacdo isométrica.

. — T
=5 231415
.
3.
wE
-
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ATIVIDADE 9

Em relacdo as transformacdes isométricas e homotéticas, leia cada afirmacdo abaixo
e marque "V" para verdadeiro ou "F" para falso.

() Uma transformacado isomeétrica preserva distancias entre os pontos da figura.
( ) Em uma transformacdao homotética, as figuras resultantes sao sempre
congruentes.
) Atranslacdo é um exemplo de transformacdo isométrica.
() Na homotetia, todos os pontos da figura original sdo afastados ou aproximados
de um ponto fixo chamado centro de homotetia.
( ) Arotacao é uma transformagdo que altera a forma da figura, mas mantém suas
dimensdes.
() Em uma transformacdo homotética com razdo k > 1, a figura resultante é maior
gue a original.
) Reflexdo é uma forma de transformacdo isométrica que altera a orientacdo da
figura.
) Uma transformacao homotética é realizada sem alterar a proporcdo entre os
lados da figura original.
) Todas as transformac8es isométricas sao também homotéticas.

—~

—~

—~

Considere um triangulo ABC com vértices nos pontos A(1,2), B(3,2) e C(2,4). Aplique
uma transformagdao homotética com centro no ponto O(0,0) e razao de homotetia
k = 2. Determine as coordenadas dos veértices do triangulo A'B'C' ap6s a homotetia.
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As figuras seguintes s@o suporte para realizacdo de algumas tarefas, caso considere
necessdrio.
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ATIVIDADE 1 -
ATIVIDADE 2 - D

ATIVIDADE 3 -C
ATIVIDADE 4 - E
ATIVIDADES - C

RESOLUCAO PARA O(A)

PROFESSOR(A)

Ao girar o triangulo equilatero 90 graus no sentido horario, o vértice que estava
originalmente apontando para cima se movera para a posi¢do que estava a sua
direita.

Sentido horério

‘ R Rotacdo de 90°
4 o
Logo, alternativa A.

ATIVIDADE 2

Ao refletir um ponto em relagdo ao eixo X, a coordenada Y do ponto muda de sinal.
Portanto:

A (1, 2)setorna A' (1, -2).

B (3, 4) se torna B' (3, —-4).

C(5, 2)setorna C' (5, -2).

D (4, 0) se torna D' (4, 0), ou seja, permanece inalterado.

E(2, 1) setornaE' (2, -1).
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Logo, alternativa D.

ATIVIDADE 3

Os lagartos sao dispostos de maneira a criar um efeito de simetria por rotacdo, onde
cada lagarto parece girar em torno do ponto central, que é a boca de um deles. Logo,
alternativa C.

ATIVIDADE 4

A nova figura deve exibir simetria em relacdo ao ponto O, ou seja, a distancia de
todos os pontos de uma parte da figura até o ponto O deve ser a mesma que a dos
pontos simétricos da outra figura em relacdo a esse mesmo ponto O. Ao tragar um
eixo vertical (em azul) e um eixo horizontal (em vermelho) que passam pelo ponto O
e pelos lados da figura, observa-se que a figura original esta localizada no segundo
quadrante; portanto, a figura simétrica deve estar no quarto quadrante, refletida
precisamente em rela¢gdo ao ponto O, sem rota¢des ou inversdes adicionais.
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Logo, alternativa E.

1% - A reflexdo em torno do eixo x inverte a posicdo do coracdo e do ponto A,
deixando-os de cabeca para baixo:

v

S

22 - Ao girar 90 graus no sentido anti-horario, o coracao ficara de lado, com o ponto A

a sua esquerda: 2

-3

32 - Areflexdo em torno do eixo y faz com que o cora¢ao também fique de lado, mas

com o ponto A a sua direita: ,
.

s
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42 - Uma rotacdo de 45 graus no sentido horario posiciona o coracdo na diagonal,
voltado para cima, com o ponto A localizado na diagonal inferior direita em relacdo a

ele:

57 - Por fim, a reflexdo em torno do eixo x faz com que o coracdo fique na diagonal,

Yy

Q

com o ponto A na diagonal superior direita:

Logo, alternativa C.

Resposta pessoal.

Ordem 0

J

Y

b

Ordem 1

3 = .
s CONSXOES wmaremaricas

Ordem 2

AR
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Ordem 3

ATIVIDADE 8

Identifique os Pontos: Observe as coordenadas dos pontos principais que
compdem o simbolo Sankofa no plano cartesiano.

Aplique a Reflexao: Realize a transformacdo de reflexdo em relacdo ao eixo y. Para
cada ponto original (x,y), determine sua nova posi¢do apos a reflexdo: (- x, y).
Desenhe o Novo Simbolo: Usando as novas coordenadas obtidas, represente o
simbolo Sankofa refletido no plano cartesiano.
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Analisando as afirmativas:

(V) Uma transformacao isométrica preserva distancias entre os pontos da figura.
Transformagbes isométricas, como translagdes, rotacdes e reflexbes, mantém as
distancias e dngulos, resultando em figuras congruentes.

(F) Em wuma transforma¢do homotética, as figuras resultantes sdo sempre
congruentes.

Embora a homotetia preserve a forma das figuras, ela altera suas dimensées.
Portanto, as figuras resultantes néo sdo congruentes, mas sim semelhantes.

(V) A translacdo é um exemplo de transformacdo isométrica.
A transla¢éo move todos os pontos de uma figura na mesma dire¢éo e distancia,
mantendo as distancias e angulos.

(V) Na homotetia, todos os pontos da figura original sdo afastados ou aproximados
de um ponto fixo chamado centro de homotetia.
O centro de homotetia é o ponto em relacéo ao qual a figura é ampliada ou reduzida.

(F) A rotacdo é uma transformacdo que altera a forma da figura, mas mantém suas
dimensdes.

A rotacdo ndo altera a forma nem as dimensées da figura; ela apenas muda a
orientacdo.

(V) Em uma transformacdo homotética com razao k > 1, a figura resultante é maior
que a original.

Quando a razdo k é maior que 1, todos os pontos da figura se afastam do centro de
homotetia, resultando em uma figura ampliada.

(V) Reflexdo é uma forma de transformacdo isométrica que altera a orientacao da
figura.
A reflexé@o inverte a orienta¢éo da figura, mas mantém as distancias e angulos.

(V) Uma transformacdo homotética é realizada sem alterar a proporcdo entre os
lados da figura original.

A homotetia mantém as propor¢bes entre os lados, mesmo que as dimensées totais
mudem.

(F) Todas as transformacdes isométricas sao também homotéticas.
Transformacbes isométricas mantém distancias e angulos sem alterar a forma,

enquanto homotetias alteram o tamanho das figuras. Portanto, nem todas as isometrias .

s@o homotéticas.
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A) Como arazdo é k = 2, podemos fazer:

o Vértice A'=2-(1,2)=(2, 4)
e Vértice B'=2-(3,2)=(6, 4)
o VérticeC'=2-(2,4)=(4, 8)

Y
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RELACOES METRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

EXPECTATIVA(S) DE DESCRITOR(ES) DO

HABILIDADE(S
() APRENDIZAGEM PAEBES

EM13MAT308 Aplicar as * Reconhecer relacdes de | DO049_M Utilizar relacBes

relacdes meétricas, incluindo semelhanca entre triangulos, | meétricas em um
as leis do seno e do cosseno usando  critérios como a | triangulo retangulo na
ou as noc¢Bes de congruéncia congruéncia de angulos | resoluc¢do de problemas.
e semelhanca, para resolver e correspondentes nos dois

elaborar  problemas que triangulos ou a proporcionalidade

envolvem  triangulos, em entre medidas de lados

variados contextos. correspondentes.

* Deduzir experimentalmente as
relagdes métricas no triangulo
retangulo (inclusive o Teorema de
Pitagoras) a partir de relacbes de
semelhanca de triangulos.

e Utilizar as rela¢des meétricas no
triangulo retangulo (inclusive o
Teorema de Pitagoras) na
resolucao de problemas.
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Contextualizacgao

Na semana anterior, ao estudar as transformacdes geométricas, vimos que as
transformacBes isométricas (reflexdo, translacdo e rota¢do) ndo alteram as
medidas de uma figura, ao contrario do que ocorre nas transformacdes
homotéticas. Assim, dizemos que as transformacdes isométricas geram figuras
congruentes e as transformaces homotéticas geram figuras semelhantes.

O objetivo desta semana é definir e apresentar critérios minimos para que se
identifiquem tridngulos congruentes e semelhantes. Mas vocé ja parou para
pensar por que vamos dar um enfoque tdo grande nos triangulos?

O triangulo pode ser visto como a forma geométrica mais basica e versatil que
existe. Por toda parte observamos formas triangulares como, por exemplo, nas
placas de sinalizacdo nas ruas, nas constru¢des e nas artes, e sao essenciais para
diversas areas do conhecimento.

Os triangulos sdo poligonos rigidos, isso significa que eles sdao fortes e nao se
deformam facilmente. Isso acontece porque os vértices dos triangulos definem um
unico plano, dando estabilidade a essas figuras planas. Por isso, sempre que se
necessita de uma estrutura rigida, os triangulos sao excelentes alternativas.

Bons estudos!

b P =
2haia. 2
Ponte Golden Gate Variegation in the Triangle - Bunt Im
Dreieck

Wassily Kandinsky

Disponivel em: https://abrir.link/lalKe. Acesso em 02 de fevereiro de 2025.
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Conceitos e
Contetidos

CONGRUENCIA DE TRIANGULOS

Vimos na semana anterior que figuras que podem ser sobrepostas, de modo que
coincidem exatamente, sdo chamadas figuras congruentes.

Dessa maneira, dois triangulos sao considerados congruentes quando possuem 0s
trés lados e os trés angulos correspondentes com as mesmas medidas.

Observe abaixo.

AB >~ A'B’ A~ A
AABC =2 NA'BC' = |AC~AC ¢ BB
BO~pBC  C=(C
//( AABC = ANA'B'C' |1é-se: o triangulo ABC é congruente ao triangulo A'B'C. ]

Observe os triangulos ao lado. Note
gue os quatro triangulos possuem
angulos e lados correspondentes
com as mesmas medidas, portanto
dizemos que eles sdo congruentes: T | 9]
AABC =2 ADEF = AGHI = AJKL. -
A partir da escrita, podemos dizer
que

ANABC = AGHI || T

bem como - | | _ | Iwm
NABC 2 NJKL.
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Conforme vimos, para determinar se dois triangulos sao congruentes devemos
avaliar todos os angulos e lados correspondentes. Mas nem sempre isso é
necessario, existem algumas condi¢ces minimas para que dois triangulos sejam
congruentes, essas condi¢des sdo chamadas de casos de congruéncia.

Casos de Congruéncia
€ ado. Lado, Lado (LLL)
Dois triangulos sao congruentes quando possuem os trés lados respectivamente

congruentes.

AB = A’B’
AC =2 AC" 3 = NABC 2 NA'B'C'.
BC = B’C’

@ 2do, Angulo, Lado (LAL)

Dois triangulos sao congruentes quando possuem dois lados e o angulo interno
compreendido entre esses lados correspondentes congruentes.

IANFAN

AB = A’B’
AC =2 AC" y = NABC = NA'B'C'.
A= A

ei\ngulo, Lado, Angulo (ALA)

Dois triangulos sdo congruentes quando possuem dois angulos e o lado
compreendido entre esses angulos correspondentes congruentes.

IANFAN

AB = A’B/
A= A :> ANABC = NA'B'C'.
B~PB
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Considere os 9 triangulos abaixo. Vamos identificar os pares de triangulos
congruentes e seus casos de congruéncias.

3 2 3
T T2 1 . - L J——
70° 60 70
60° 2
4 4 e
1 6 g
o)
T8 &
200 3 4 3
[a
3 4 8 o
T5 2}0“ S
(@)
5 a a
80° o
6 T6 // A 5 # °
3 T9 B
80° 14
3
<

Observe os triangulos T1 e T4. Podemos dizer que o triangulo T4 é obtido de T1 por
uma rotacdo. Eles possuem dois lados congruentes e o angulo entre esses lados

também congruentes, portanto, pelo caso T1=1T4.

Os triangulos T2 e T3, também seguem o mesmo padrao apresentado
anteriormente, assim pelo caso |/, temos que 12 = T'3.

Ja T5 e T8 apresentam os trés lados congruentes, logo, pelo caso TH=1T8.

Por fim, os triangulos T6 e T9, apresentam 2 angulos correspondentes congruentes,
portanto, seus trés angulos sao congruentes, dado que a soma dos angulos internos
de um triangulo sempre vale 180°. Além disso, apresenta um lado congruente, dessa
forma, pelo caso T6 =T9.

SEMELHANCA DE TRIANGULOS

Quando fizemos a transformacao homotética na semana passada, falamos que ela
gera figuras semelhantes, em especial quando trabalhamos com triangulos, dizemos
que

Dois triangulos sdo semelhantes se, e somente se, possuem os trés angulos
ordenadamente congruentes e os lados homdélogos proporcionais.

Dois lados homologos (homo = mesmo, logos = lugar) sao tais que cada um deles .
esta em um dos triangulos e ambos sdo opostos a angulos congruentes. .

Observe o esquema a seguir:
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A
c b
B a c B
A=A a b ¢
AABC~ AABC & (B=B e =4 =— =k
é o qu a C
>( AABC ~ AA'B'C" |é-se: o triangulo ABC é semelhante ao triangulo A'B'C'. J

k é chamado de razao de semelhanca.

Assim como para triangulos congruentes, podemos apresentar critérios minimos
para que dois triangulos sejam semelhantes.

Casos de Semelhanca de Tridngulos

oAngqu, Angulo (AA)
Se dois triangulos possuem dois angulos internos ordenadamente congruentes,
entdo esses triangulos sao semelhantes.

 _7

oLado, Angulo, Lado (LAL)

Se dois triangulos possuem dois lados correspondentes proporcionais e os angulos
formados por esses lados sdao congruentes, entdo esses triangulos sdo semelhantes.

-

@

: ANABC ~ ADEF.

111

U:b :I>>

A’;l - Dc} = AABC ~ ADEF,
DE — DF
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eLado, Lado, Lado (LLL)

Se dois triangulos possuem os trés lados correspondentes proporcionais, entdo
esses triangulos sao semelhantes.

A B

AB AC  BC

Teorema Fundamental da Semelhanca
Se uma reta é paralela a um dos lados de um triangulo e intercepta os outros dois

lados em pontos distintos, entdo o triangulo que ela determina é semelhante ao
primeiro. c

A reta r é paralela ao lado AB, assim,
' temos o0s seguintes pares de angulos

r D - E
congruentes: o S @' .
y A D C}
B=E Z@
/ Assim, pelo caso 1 de semelhanca (AA),
obtemos
A B NABC ~ ADEC.

U Relacao entre perimetro e area de triangulos semelhantes

Q = A . ~
Se a razdo de semelhanca entre dois triangulos é k, entao:
e arazao entre os perimetros também € k;
e arazao entre as areas € k2.
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RELACOES METRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

Considerando um triangulo ABC, retangulo em A, e conduzindo AD perpendicular a
BC, com D em BC, vamos caracterizar os elementos seguintes:

BC=a: hipotenusa,

AC=b: cateto,

AB=c: cateto,

BD=m: projecdo do cateto ¢ sobre a hipotenusa,
CD=n: projecdo do cateto b sobre a hipotenusa,
AD=h: altura relativa a hipotenusa.

AR

DOLCE & POMPEO, 2013.

Conduzindo a altura AD relativa a
hipotenusa de um triangulo retangulo ABC,

¢ obtemos dois triangulos retangulos DBA e
DAC, semelhantes ao triangulo ABC.

DOLCE & POMPEO, 2013.

Portanto, os trés triangulos abaixo sdao semelhantes:
A A A

B cC B [p pld C
a m n

AABC ~ ADBA ~ ADAC.

DOLCE & POMPEO, 2013.

Como os triangulos sao semelhantes, podemos obter os seguintes resultados:
© /ABC ~ ADBA.

b
C:é#m b_ch izgﬁc =a-m. —:giah:bc
h m c h ¢

m
© /AABC ~ ADAC
C

b c a b a 9
h—E:b-h—c-n. E—géa-h—bc E—Ejb =a-n.
© /\DBA ~ ADAC B
m_h D Cobm=c-h h e e -
hon - e R b - n b o
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Algumas das rela¢bes obtidas acima acabam por se repetir. Assim, resultamos em
seis rela¢des fundamentais. Vamos retomar o triangulo inicial para que vocé possa

analisar essas seis relag¢des, listadas na sequéncia.

(1) b2=a-n

(2) c2=a-m

(3) h2Z=m-n
(4) b-c=a-h

Agora tome as rela¢des (1) e (2) e as some:

(5) b-h=c-n
6) cch=b-m

(MH)+2)=v’+cf=a-n+a-m=a-(m+n)=a-a=a’

a

Este resultado é chamado de Teorema de Pitagoras e é a sétima e Ultima relacdo
meétrica do triangulo retangulo.

C
b a
A c

L'~
O video “Teorema de Pitagoras: Diferentes Demonstra¢des” E_.. ", [
apresenta algumas possibilidades de demonstracdo visual do Hgi;

(7) a2=Db2 + 2

Teorema de Pitagoras
Em qualquer triangulo retangulo, o quadrado da medida
da hipotenusa é igual a soma do quadrado das medidas
dos catetos:

a’ = b + 2.

| T
teorema de Pitadgoras. O video pode ser acessado pelo QR Code  ply=dprs
g P p Q [.E,'I!L

ao lado.

relacio h2 = m -

Professor (a), ao discutir essas relagdes com os alunos é importante destacar que eles
precisam associar cada letra ao que ela representa no triangulo. Por exemplo: na
n, € essencial que ele entenda que o que esta posto ali é que “o
quadrado da medida da altura € igual ao produto das projecdes dos catetos”. Isso
colabora quando, eventualmente, se deparar com a utilizagdo de outras letras ou,
principalmente, ao resolver problemas onde ele precisa identificar esses elementos.

:@\\(lj

(2
s
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Exercicios
m Resolvidos

. EXERCICIO 1. Carlos, um menino curioso deseja saber a altura de um prédio e para

determina-la ele teve uma ideia: mediu o comprimento da sombra do prédio,
obtendo 20 metros, e mediu a sombra de uma vara de ferro de 2 m de altura,
posicionada perpendicularmente ao solo, chegando ao resultado de 1,5 m de
comprimento da sombra. No momento da medicao o angulo de incidéncia do sol no
topo do prédio e na vara era o mesmo. Considerando que Carlos efetuou todos os
calculos de forma correta, qual o resultado que ele encontrou para a altura do
prédio?

Solugao: Para facilitar o processo, c
podemos fazer um esquema que
representa a situacdo. Observe ao

lado:

Pelo caso AA de semelhanca de
triangulos ABC~DEF, portanto,

AB AC 20 «x

—_— = =—=1 =4
DE_DF 15 2 boe=4
40 Xm
== ~ 26, 67.
. -
Logo, se Carlos efetuou todos os Fedi N\
calculos corretamente, ele chegou a :
. m
altura de, aproximadamente, 26,67 m
ara o prédio. - L
P P A 20 m B D 45m E

EXERCICIO 2. (Adaptada de lezzi et al., 2016) Sdo dados oito tridngulos. Indique os
pares de triangulos semelhantes e o critério de semelhanca correspondente:

@ @Zlqk@
N 7 .
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Solugao: De imediato pode-se identificar os seguintes pares:
e B~C pois sao dois triangulos equilateros, caso LLL;
e F~G pois apresentam dois angulos correspondentes congruentes, caso AA.

Observando os triangulos A e H podemos notar que existe um angulo congruente e
a medida dos lados que formam esse angulo sao proporcionais:

6 5)

- = — =2.

3 2,5
Assim,

e A~H, caso LAL.

Tomando os triangulos D e E, temos que seus lados homologos sao proporcionais:

L 12 9 3
5 4 3 7
Logo,
e D-~E, caso LLL.
EXERCICIO 3. (adaptada de lezzi et al., 2016) A
figura mostra o perfil de uma escada, formada
por seis degraus idénticos, cada um com 40 cm i
1,80 m

de largura. A distancia do ponto mais alto da
escada ao solo é 1,80 m. Qual é a medida do
segmento AB?

Solugao: Inicialmente, note que a escada tem a forma de um triangulo retangulo
cuja base tem medida igual igual a 6:-40 cm=240 cm=2,4 m (6 degraus de de 40 cm de

largura). Podemos representar a visao lateral da escada pelo triangulo abaixo:
A

1.8m

L
c 24m B

Agora, podemos aplicar o Teorema de Pitagoras, ja que os dois lados que
sabemos as medidas sdao os catetos e precisamos determinar a medida da

hipotenusa:
2 =1,8242,4>=3,244576=9= 2 =9 =3.

Assim, a medida do segmento AB é igual a 3 m.
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EXERCICIO 4. (Dolce e Pompeo, 2013) Na figura, determine os elementos x, y, z e t.

Solugdo: Inicialmente, vamos utilizar o Teorema de Pitagoras para encontrar o valor

det:
12 = 62482 = 36464 = 100 = t = V100 = 10,

De posse do valor de t, vamos determinar z:
. 64
82 =102 2=— =64
: 10
Como t=z+y, temos
10=6,4+y=y=10—-6,4 = 3,6.

Por fim, determinaremos o valor de x:
22 =2y =6,436=2304=x=+/2304=438.
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https://portaldaobmep.impa.br/index.php/modulo/ver?modulo=10
https://drive.google.com/file/d/1l7-1gWSHsR1Z3yqrR22vZM83vk_Wwvu2/view?usp=sharing
https://www.youtube.com/watch?v=sh452upf9Uw
https://www.geogebra.org/m/qgphvqus
http://clubes.obmep.org.br/blog/sala-para-leitura_027-triangulos-semelhantes/
http://clubes.obmep.org.br/blog/sala-para-leitura_027-triangulos-semelhantes/
http://clubes.obmep.org.br/blog/sala-para-leitura_024-um-pouco-sobre-congruencia-de-triangulos/
http://clubes.obmep.org.br/blog/sala-para-leitura_016-reencontrando-triangulos-retangulos/

= Atividades

(Enem 2013) O dono de um sitio pretende colocar uma haste de sustenta¢do para
melhor firmar dois postes de comprimentos iguais a 6m e 4m. A figura representa a
situacdo real na qual os postes sdo descritos pelos segmentos AC e BD e a haste é
representada pelo segmento EF, todos perpendiculares ao solo, que é indicado pelo
segmento de reta AB. Os segmentos AD e BC representam cabos de aco que serdao

instalados. D
c
E 6
4
»‘.“”f
A 8
Qual deve ser o valor do comprimento da haste EF?
A)1Tm
B)2m
024m
D)3 m
E) 2v6 m

Um agricultor deseja construir um cercado retangular para suas ovelhas, utilizando
uma cerca de arame. Ele planeja que um dos lados do cercado tenha 12 metros e o
outro lado tenha 16 metros. Para garantir que o cercado seja retangular, ele quer
verificar se as medidas formam um triangulo retangulo ao usar a diagonal como a
hipotenusa. Qual devera ser o valor da diagonal do cercado para que ele seja
retangular?

A) 18 metros
B) 20 metros
C) 22 metros
D) 24 metros
E) 25 metros
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ATIVIDADE 3

Em relacdo a semelhanca de triangulos, assinale a alternativa correta:

A) Triangulos com angulos correspondentes iguais sdo sempre congruentes.

B) A semelhanca de triangulos pode ser estabelecida apenas pela comparacdo de
dois lados.

C) Dois triangulos sdao semelhantes se os comprimentos de seus lados sdo iguais,
independente dos seus angulos correspondentes serem congruentes.

D) Dois triangulos sao semelhantes se tém lados correspondentes proporcionais e
angulos correspondentes iguais.

E) A semelhanca de tridngulos ndo pode ser determinada por meio da razao entre os
lados.

ATIVIDADE 4

Em uma expedicdo, um grupo de pesquisadores pretende determinar a altura de
uma arvore em uma floresta. Para isso, utilizam um bastdo de 2 metros, posicionado
verticalmente em relacdo ao solo, e medem sua sombra, que possui 1 metro de
comprimento. Simultaneamente, observam que a sombra da arvore mede 5 metros.
Qual é a altura da arvore?

A) 6 metros
B) 8 metros
C) 10 metros
D) 12 metros
E) 15 metros

Maria esta planejando construir uma rampa para facilitar o acesso ao seu jardim,
que esta a 3 metros de altura em relacdo a calcada. Para isso, ela quer que a visao
lateral da rampa forme um triangulo retdngulo, onde um dos catetos esta
representado pela altura da rampa em relacdo a calcada e, a rampa representa a
hipotenusa. Se Maria deseja que a rampa tenha um comprimento total de 5 metros,
qual serd a medida da base da rampa?

A) 2 metros
B) 4 metros
C) 5 metros
D) 6 metros
E) 7 metros
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(Enem 2019 - adaptada) Construir figuras de diversos tipos, apenas dobrando e
cortando papel, sem cola e sem tesoura, € a arte do origami (ori = dobrar; kami =
papel), que tem um significado altamente simbdlico no Japdo. A base do origami é o
conhecimento do mundo por base do tato. Uma jovem resolveu construir um cisne
usando a técnica do origami, utilizando uma folha de papel de 18 cm por 12 cm.
Assim, comecou por dobrar a folha conforme a figura.

A 18 cm B

12cm

B 12 cm C
Determine a medida do segmento AE apds essa primeira dobradura.

(Enem 2016 - adaptada) Um artista plastico deseja criar um mosaico com a forma de
um triangulo retangulo, utilizando trés pecas: duas delas sao triangulos retangulos
congruentes e a terceira é um triangulo isésceles. Os cinco mosaicos a seguir foram
construidos por ele, cada um formado por trés pecas. Entre os cinco mosaicos,
identifique aquele que atende as especificacdes desejadas.

&0" 90"

Mosaico 3
=]

Mosaico 4

Mosaico 5
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ATIVIDADE 8

Em um triangulo retangulo, a altura relativa a hipotenusa é de 6 cm. Uma das
projecBes mede o dobro da outra. Determine o comprimento da hipotenusa.

ATIVIDADE 9

Dois motoboys partem de Cariacica e seguem em direcdes retilineas: um em direc¢ao
ao leste e o outro em direcao ao norte. A velocidade do motoboy que vai para o leste
é de 60 km/h, e a do motoboy que vai para o norte € de 80 km/h. Determine a

distancia, em linha reta, que os separa ap6s 30 minutos.

Embora o Teorema de Pitagoras seja tradicionalmente associado ao matematico
grego Pitagoras de Samos, ha evidéncias de que os babildnios ja utilizavam esse
conhecimento muito antes, por volta de 1800 a.C. Tabletes (tabuletas) como o
famoso Plimpton 322 mostram que eles empregavam trios de numeros inteiros,
conhecidos como ternos (como 3, 4 e 5), para formar triangulos retangulos. Esses
ternos eram usados na pratica para construir angulos retos, essenciais em projetos
arquitetdnicos.

Demonstre que o terno 97 - 65 - 72, encontrado no tablete Plimpton 322 pode ser
escrito como os lados de um triangulo retangulo.
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Gabarito

ATIVIDADE1-C
ATIVIDADE 2-B
ATIVIDADE 3 -D

ATIVIDADE 4 - C
ATIVIDADES -B

RESOLUCAO PARA O(A)
PROFESSOR(A)

Estabelecendo a razdo de semelhanca de AEF e ADB:

EF . AF
6&  AB
Estabelecendo a razdao de semelhanca de BEF e BCA:
EF FB
4 AB
Somando as igualdades das duas razdes de semelhanca, temos: s
c
EF N EF AF N FEB 4 4 ¢
6 4 AB AB \ R : e
E n % — 1 Observe que AF + FB = AB.
6 4 Entéo, o segundo membro da equagéo pode

ser escrito como uma fracGo onde
4EF + 6EF — ﬁ numerador e denominador sGo AB, o que
24 24 24 resulta em 1.

4EF + 6EF = 24
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10EF = 24
24
EF = —
10
EF=24m

Portanto, alternativa C.

Para que o cercado seja um retangulo, o valor da diagonal devera representar a
hipotenusa de um triangulo retagulo, e para descobrir esse valor, basta fazermos:

h? = ¢? 4 ¢?
h* =122 + 167
h?® = 144 + 256

h? = 400
h = V400
h=20m

Logo, alternativa B.

ATIVIDADE 3

Analisando as alternativas:

A) Triangulos com angulos correspondentes iguais sao sempre congruentes.
Incorreta  TriGngulos com angulos correspondentes iguais sGo semelhantes, mas ndo
necessariamente congruentes. Para serem congruentes, além dos angulos iguais, os lados
correspondentes também precisam ter o mesmo comprimento.

B) A semelhanca de triangulos pode ser estabelecida apenas pela comparacdo de
dois lados.

Incorreta A semelhanc¢a de tridngulos néo pode ser determinada apenas pela
comparacdo de dois lados. E necessdrio verificar a proporcionalidade dos trés lados ou
usar critérios como AA (dois angulos iguais), LAL (dois lados proporcionais e o Gngulo
entre eles igual) ou LLL (trés lados proporcionais).

C) Dois triangulos sdo semelhantes se os comprimentos de seus lados sdo iguais,
independente dos seus angulos correspondentes serem congruentes.

Incorreta A semelhanca exige tanto Gngulos congruentes quanto lados proporcionais,
néo apenas a igualdade dos lados, que por si s6 leva a congruéncia.



D) Dois triangulos sdao semelhantes se tém lados correspondentes proporcionais e
angulos correspondentes iguais.

Correta Essa é a definicdo de semelhanca de triGngulos: dois triangulos sd@o
semelhantes quando seus dngulos correspondentes sdo iguais e os lados correspondentes
estdo em proporg¢ao.

E) A semelhanca de tridngulos ndo pode ser determinada por meio da razao entre os
lados.

Incorreta A semelhanga pode sim ser determinada pela razdo entre os lados, desde
que a proporcionalidade seja verificada para todos os trés pares de lados
correspondentes.

ATIVIDADE 4

Os triangulos formados pela altura do bastdo e sua sombra e pela altura da arvore e
sua sombra sao semelhantes devido a condicdo AA (angulos correspondentes
iguais). Assim, podemos estabelecer a seguinte propor¢ao:

Altura do bastio Altura da arvore

Comprimento da sombra do bastio N Comprimento da sombra da arvore

2_:1:
1 5
2-5=1-x
10 = x

Logo, a altura da arvore é de 10 metros. Portanto, alternativa C.

Para resolver essa questao, utilizamos o Teorema de Pitagoras, onde:

e AB é o comprimento da rampa (hipotenusa)=5m
e ACé a altura da rampa (cateto) =3 m
e BC é a base da rampa (cateto), que queremos encontrar

hip® = cat® + cat?
AB? = AC? 4+ BC?
52 =32 4+ BC?
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25 =9+ BC?
25 — 9 = BC?
16 = BC?
V16 = BC

4 = BC
Logo, alternativa B.

Aplicando o teorema de Pitagoras, podemos afirmar que

AE? = AD? 4+ DE?

AE? =12 + 67 A — i
@cm>)
AE? = 144 + 36 = D —
AE? =180 ~\
uz>
AE = Y180 E  12em C
AE = 6% cm

Analisando cada um dos cinco mosaico, podemos afirmar que:

e Mosaico 1: Temos que os dois triangulos retangulos ndo sdao congruentes pois
percebemos que as medidas dos catetos do triangulo de baixo sao menores do
que as do de cima.

e Mosaico 2: Temos dois triangulos retangulos congruentes e um isosceles.

e Mosaico 3: O terceiro triangulo ndo é isosceles.

e Mosaico 4: A terceira figura ndo é um triangulo isosceles.

e Mosaico 5: Ndo possui triangulo retangulo.

Logo o mosaico que se adequa é o 2.
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ATIVIDADE 8

Esbocando o triangulo retangulo conforme a situacao apresentada:

Altura relativa a hipotenusa

6cCcm

X 1

\\% Hipotenusa

Para resolver esse problema, podemos usar as relacdes métricas no triangulo
retangulo. Especificamente, usaremos a seguinte relacao:

m

o

Dessa forma: B2

18 = x*2
Y18 =«x
3ﬁ=x

. ~ 7 . Z . . ~ s .
Se a menor projecdo é x e igual a 33/2 , a maior projegdo 2x serd igual a:

2-33Y2 =612
Como a hipotenusa é a soma das duas proje¢des m e n, temos que:
hipotenusa = 3V2 + 612
hipotenusa = (3 + 6)32
hipotenusa = 93/2 cm
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ATIVIDADE 9

Motoboy 1 (em direc¢do ao leste)
Velocidade: 60 km/h

Tempo: 30 minutos (0,5 horas)
Distancia =60 - 0,5 =30 km

Motoboy 2 (em dire¢cdo ao norte)
Velocidade: 80 km/h

Tempo: 30 minutos (0,5 horas)
Distancia =80 - 0,5 =40 km

Como as dire¢des Norte e Leste formam um angulo de 90°, podemos afirmar que a
distancia (d) entre os motoboys é a hipotenusa de um triangulo retangulo cujos
catetos medem 30 e 40. Dessa forma, temos que:

hip? = cat? + cat?
d® = 30° + 40°
d? =900+ 1600

d® = 2500
d = V2500
d = 50 km

Como os ternos encontrados no tablete Plimpton 322 eram utilizados para a
construcdo de angulos retos, ao aplicar o teorema de Pitagoras no terno 97 - 65 - 72,
consideramos o maior lado como a hipotenusa e verificamos que “o quadrado da
medida da hipotensa corresponde a soma das medidas dos quadrados dos catetos”.
Assim, fazemos:

hip? = cat® + cat?
97% = 65° + 727
9409 =4225+ 5184
9409 =9 409

Dessa forma, o terno 97 - 65 - 72 pode representar as medidas dos lados de um
triangulo retangulo.
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