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PRODUTOS NOTAVEIS
EXPECTATIVA(S) DE DESCRITOR(ES)
HABILIDADE(S) APRENDIZAGEM DO PAEBES
EFO9MA09 + Identificar fatores comuns em D087_M Resolver
Compreender os expressdes algébricas e realizar a problema
processos de fatoracdo por evidéncia. envolvendo

fatoragdo de
expressdes algébricas,
com base em suas
relagdes com os

equacgao do 2°

* Realizar a fatoragao de trindbmios
grau.

quadrados perfeitos com base nos
produtos notaveis.

produtos notaveis, * Fatorar expressdes algébricas
para resolver e utilizando técnicas como
elaborar problemas agrupamento de termos ou
que possam ser aplicando a diferenca de

representados por
equacdes polinomiais
do 2° grau. + Compreender arelagdo entre a
fatoracdo de um polindmio do 2°
grau e a identifica¢do de suas
raizes.

quadrados.

* Resolver equagdes polinomiais do
2° grau incompletas utilizando a
fatoracdo.

« Utilizar a forma fatorada de um
trinbmio do 2° grau para resolver
equacdes polinomiais simples e
contextualizadas.




-+ Contextualizagao

A Matemadtica, ao longo da histéria, tem sido uma das mais importantes ferramentas
de compreensdo do mundo. Desde as antigas civilizagdes, como os egipcios e
babildnios, até os dias de hoje, ela se desenvolveu de forma a atender necessidades
praticas, como a construcdo de piramides, a contagem de safras e a realizacdo de
transagbes comerciais. Mas, além dessas aplicagdes praticas, a Matematica se
expandiu para areas cada vez mais abstratas, como a geometria, a digebra e o
calculo, permitindo avangos significativos em diversos campos do conhecimento.

Entre os muitos conceitos que a Matematica desenvolveu, os produtos notdveis tém
um papel especial. Eles surgem da multiplicacdo de expressdes algébricas e ajudam
a simplificar calculos, tornando mais eficientes os processos algébricos. Esses
produtos, como o quadrado da soma, o quadrado da diferenca, o produto da soma
pela diferenca e os trinémios quadrados perfeitos, tém uma longa historia de uso
desde os tempos antigos, mas foram formalizados e sistematizados ao longo do
tempo, especialmente no periodo medieval e durante a Renascenca, quando
matematicos comegaram a construir e organizar as propriedades algébricas.

Hoje, os produtos notaveis sdo ferramentas fundamentais no estudo da algebra e
tém uma ampla aplicagdo em problemas envolvendo polindmios e equagdes. O
estudo deles e entendimento ndo apenas facilita a resolucdo de equag¢des, mas
também ajuda no desenvolvimento do raciocinio légico e na capacidade de pensar
de forma abstrata e estruturada. Eles sdo um dos muitos exemplos de como a
Matematica, ao longo da historia, se transforma em um campo de estudo essencial
para o avanco do conhecimento humano.

Neste material, iremos aprofundar nossos estudos sobre os polindmios e produtos
notaveis.
BONS ESTUDOS!

= o — ———— ———
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Conceitos e
Conteudos

PRODUTOS NOTAVEIS

Sdo expressdes algébricas que resultam de multiplicages de polindmios, e que
seguem padrées bem definidos, facilitando o célculo dessas multiplicagdes sem a
necessidade de desenvolver a distributiva de forma completa. Os produtos notaveis
sdo usados para simplificar expressdes algébricas e resolver problemas de forma
mais rapida. Vamos estudar alguns deles a seguir.

A expressdo algébrica (a + b)? apresenta uma soma de dois termos, a + b, elevada ao
quadrado; é, portanto, o quadrado da soma de dois termos. Podemos calcula-la
algebricamente, multiplicandoa+b pora+b:

@+bR=(@+b)-(a+b) = a-a+a-b+ +b2=az+2ab + b2
Assim, podemos concluir que: (a + b)? = a2+ 2ab + b2.
Chamamos o polinémio a2 + 2ab + b2 de trinémio quadrado perfeito.

Ele é um produto notavel porque existe um padrdo no resultado e esse padrdo pode
ser utilizado sempre que aparecer uma soma de 2 termos elevada ao quadrado.

(a + b)2 = a2 + 2ab + b2
2° termo quadrado o dobro do produto  quadrado
dasoma  do 1°termo do 1°pelo 2° termo do 2° termo

O quadrado da soma de dois termos é igual ao quadrado do 1° termo mais
duas vezes o produto do 1° termo pelo 2° termo mais o quadrado do 2° termo.

Veja alguns exemplos:

o (3x+4)2=9x2+24x+16

/1N

(32 2-(3x)-4 42 (22 2-(2x).3y  3y?

e (2x +3y)2=4x2+12xy + 9<2

e (z +3)2=2722+62+9 e (ab + 2c)2=a2b2 + 4abc + 4c2
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O quadrado da diferenca entre dois termos a e b é indicado por (a - b)?. Temos:
A
(a-b)2=(a-b)-(a-b) =a-a-a-b-b-a+b?=a2-2ab+b?

Esse resultado também é um produto notavel, (a - b)? = a2-2ab + b2:

O polinémio a2-2ab + b?também é chamado de trinémio quadrado perfeito.

O quadrado da diferenca entre dois termos é igual ao quadrado do primeiro
termo, menos duas vezes o produto do primeiro pelo segundo, mais o
quadrado do segundo termo.

Veja alguns exemplos:

o (2x-4P=4x-16x+16 o (x-5)2=x2-10x+25

(207 220 (4 (42 <ty o

O professor Marcos pediu que os alunos observassem os ndmeros inteiros
marcados na reta e respondessem a questdo:

QUAL E O PRODUTO DO SUCESSOR PELO
ANTECESSOR DE UM NUMERO INTEIRO n ?

-
8 -
4\‘\ Para responder a questdo, vamos multiplicar (n + 1) por (n-1):
/3 .
(n+1).n-1) = n2-f+y-1=n2-1
\ / \
/ O resultado, n?- 1, é o antecessor de n2. Entdo, o produto do
) \ sucessor pelo antecessor de n é o antecessor de n2.
-

Design: Sketchify Mexico/ Fonte: Canva
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Num tridngulo retdngulo as medidas de seus lados sdo dadas por trés nimeros
pares consecutivos. O cateto menor mede x, o cateto maior mede (x + 2) e a
hipotenusa mede (x + 4). Segundo o teorema de Pitagoras, a soma dos quadrados
dos catetos é igual ao quadrado da hipotenusa, isto é,

2 2 2
z°+ (x+2)" = (z+4)
Resolvendo essa equagdo vocé encontra a medida do menor lado desse triangulo.
Quanto mede seu maior lado?

A) 4

B)6 N\ Zl
08 a

D) 10

£)12

2 2 o A2
a*+b*=c
Teorema de Pitagoras

Design: mysticalriverdesigns
Sarah. Fonte: Canva

Investigagdo em grupo!
A quantidade de pontinhos em cada pentagono na figura abaixo forma uma
sequéncia de nUmeros conhecidos como nimeros pentagonais (1, 5, 12, 22, ...).

/‘v

Forme um grupo com seus colegas e responda as seguintes perguntas:

e

1 5 12

A) Qual é o quinto numero pentagonal?

B) Sendo P a quantidade de pontinhos no pentagono de posicdo n, qual é a
expressao quadratica que calcula P em fun¢do de n?

C) O pentagono da posicdo k é desenhado com 210 pontinhos. Qual é o valor de k?
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Em um torneio de futebol, a quantidade P de partidas varia de acordo com a
quantidade n de equipes que participam do torneio, pois cada uma das n equipes
jogam (n - 1) partidas (ha jogos em casa e fora). Logo, essa quantidade P é dada por

P=n-(n—1)=n>-n

Num torneio com 240 partidas, qual é a quantidade n de equipes?

A) 15.
B) 16.
Q17.
D) 18.
£)19

Imagine que vocé estd em um parque de diversdes e decide andar na montanha-
russa. A energia mecanica E (em Joules) de um carrinho da montanha-russa em
relacdo a altura h (em metros) pode ser descrita pela expressao quadratica

E=2h>—-5h+1

Para qual altura h a energia do carrinho é de 43 Joules?

A) 2 metros .
B) 3 metros i | \{
C) 4 metros i é
D) 5 metros ’ I

1

E) 6 metros
Design: Alexdndz/ Fonte: Canva

ATIVIDADE 8

Um grupo de jovens aluga, por 342 reais, uma van para um passeio, sendo que
trés deles sairam sem pagar. Por isso, os outros tiveram que completar o total
pagando, cada um deles, 19 reais a mais. Sendo n o nimero de jovens do grupo
entdo n pode ser encontrado resolvendo a seguinte equagao

342 342
n—-3 n
Quantos sdo os jovens desse grupo?

+19

A)6
B) 7
oF:
D)9

E) 10
32
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Agora, vamos calcular o produto da soma a + b pela diferenca a - b de dois termos
aeb:

(@a+b)-(a-b) = az-a-h+ -b?=az- b2
Esse produto notavel pode ser enunciado da seguinte forma:

O produto da soma pela diferenca de dois termos é igual ao quadrado
do primeiro termo menos o quadrado do segundo termo.

Veja os exemplos:

o (x+2)(x-2)=x2-22=x2-4 o (y2-3)y?+3)=(y22-32=y%9
e (2b+4)2b-4)=(2b)2-42= 4b?-16 e (6+WwW)w-6)=(W+6)w-6)=w2-36
. /Y

propriedade comutativa

FATORAGAO DE POLINOMIOS
Fazer a fatora¢do ou fatorar um polindmio é expressa-lo como o produto de dois ou
mais polindmios.

Por exemplo:

¢ O polindmio x2 + 3x pode ser escrito como o produto x - (x + 3).
e Dizemos que x - (x + 3) é a forma fatorada de x2 + 3x.

Vejamos alguns casos de fatoragdo.

A . X c

O polinbmio ab + ac representa a area total da figura ao ac

lado, formada por dois retangulos. Esse polindmio é bec

formado pelos termos ab e ac, que tém em comum o fator

a (lado comum dos retangulos). Pela propriedade b &L

distributiva, sabemos que:

ab+ac=a-(b+c) ‘

area total: a(b + ¢)
ab+ac=a(b+c)

O produto a - (b + ¢) é a forma fatorada do polindbmio ab + ac.

Na forma fatorada, dizemos que o fator comum a estd colocado em evidéncia.

Quando os termos de um polinémio apresentam um fator comum, podemos
colocd-lo em evidéncia, obtendo uma forma fatorada do polinémio. .
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Observe os termos do polinémio:

ax - px + ay - py

Os dois primeiros termos apresentam o fator comum x, enquanto os dois Ultimos
apresentam o fator comumy.
Vamos agrupar os termos e colocar em evidéncia os fatores comuns:

ax - px + ay - py

(ax - px) + (ay - py) =
X-(a-p)+y-(a-p)

A fatoracdo de dois grupos,
separadamente, deve “gerar” um
fator comum a esses grupos para

uma nova fatoragdo.

Temos agora dois produtos em que (a - p) é fator comum. Colocando (a - p) em
evidéncia, obtemos:

x-(a-p)+y-(a-p)=
(@-p)-(x+y)

Assim, transformamos o polindmio dado no produto (@ - p) - (x + y), que é a sua
forma fatorada.
Entdo:

ax-px+ay-py=(a-p)-(x+y)

Vejamos outros exemplos:

ax-a-3x+3=
a(x-1)-3(x-1)
(@-3)x-1)

Vimos que o produto da soma pela diferenca dos mesmos dois termos é um
produto notavel e que o resultado é igual a diferenca entre o quadrado do 1° termo
e 0 quadrado do 2° termo. Veja alguns exemplos.

ab+a-bx-x=
ab+1)-x(b+1)
(@-x)(b+1)

X3-2X2+ X + X%y -2Xy + y=
X(X2-2x+1)+y-(x2-2x +1)
(x2-2x+1)(x +y)

. (x+B)x-8)=x'- 64 o (5x+9)5x-9) =25 81

X2- 64 = (x + 8)( - 8)

0 caminho inverso disso é
a fatoracgdo da diferenca

entre dois quadrados. 25x2-81=(5x +9)(5x - 9)

quadrado de 8 ]

quadrado de x
quadrado de 5x

quadrado de 9
Dizemos que (x +8)(x-8) é a
forma fatorada de x2 - 64.

Dizemos que (5x + 9)(5x-9) é
a forma fatorada de 25x2 - 81.
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(ENEM 2016 - Adaptado) Para evitar uma epidemia, a Secretaria de Saude de
Pedro Canario (Norte do ES) dedetizou todos os bairros, de modo a evitar a
proliferacdo do mosquito da dengue. Sabe-se que o niumero N de infectados é dado
pela expressao quadratica

N = 120t — 2t>

em que t é expresso em dias e t = 0 é o dia anterior a primeira infeccdo.
Depois de quantos dias de dedetizagdo o numero de infectados era zero?

A) 19 dias
B) 20 dias
C) 29 dias
D) 30 dias
E) 60 dias

Design: Studio Best/ Fonte: Canva
ATIVIDADE 4
Uma bola é langada do chdo para cima com uma velocidade inicial v = 20 m/s
em um campo de futebol. Durante seu movimento de subida e descida a bola esta
sujeita & aceleracdo devido & gravidade, que é g = —10m/s? (considerando o
sentido para cima como positivo). A altura H que ela se encontra durante o
movimento é dado pela expressao quadratica

H:'ut—l—%t2

Quanto tempo essa bola ficou no ar?

A) 2 segundos
B) 3 segundos
C) 4 segundos
D) 5 segundos
E) 6 segundos

il

Design: Duncan/ Fonte: Canva

Problemas que recaem numa equacdo do segundo grau ja apareciam em textos
escritos pelos babildnios, nas tabuas cuneiformes.

Observe a equacdo
2 —122+p=0
Determine o valor de p, para que uma das raizes seja o dobro da outra.

A) 25
B) 30
Q)32
D)35
E) 40

31
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Betdo esta tentando construir um pequeno jardim retangular em seu quintal. Ele
quer que a area do jardim seja de exatamente 32 metros quadrados e que uma de
suas dimensdes seja o dobro da outra. Ele sabe que as equag¢des quadraticas
incompletas podem ajuda-lo a descobrir essas dimensdes. Qual serd o perimetro
do jardim que Betdo vai construir?

A) 32 metros
B) 28 metros
C) 24 metros
D) 20 metros
E) 16 metros

(Enem 2013) A temperatura T de um forno (em graus centigrados) é reduzida
por um sistema a partir do instante de seu desligamento (t = 0) e varia de acordo

COM a expressao
2

—t
T =——+400
1 +

com t em minutos. Por motivos de seguranca, a trava do forno sé é liberada para
abertura quando o forno atinge a temperatura de 39°C.

Qual o tempo minimo de espera, em minutos, apés se desligar o forno, para que
a porta possa ser aberta?

A)19,0
B) 19,8
) 20,0
D) 38,0
E) 39,0

30
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Observe as figuras abaixo:

) an

OoOooo 1
X 1 !

Considerem que o quadrado laranja maior tem lados com medida de comprimento x

e que as barras tém o lado maior com medida de comprimento x e o lado menor

com medida de comprimento 1. Por sua vez, os quadrados menores tém lados com

medida de comprimento 1.

Vamos responder as seguintes questdes:

a) Qual polindmio representa a medida de area total da figura azul (11) ?

O quadrado azul, como podemos ver é formado pelo quadrado maior laranja, os 4

retangulos e os quatro quadrados menores, assim temos:

Area azul (1) : x2+4x + 4

b) Qual polindbmio representa a medida|c) Qual produto de polindmios representa
de comprimento da altura da figura azul?|a medida de area total da figura azul?

E a medida de comprimento da largura? |O produto da altura pela largura dara a
area da figura azul. Ou seja:

Altura: x+2

Largura: x+2 Area azul (I): (x +2) - (x +2)

1
1

X
Temos dois polindmios que representam a medida de area total da regido da figura
azul. Uma delas é um trinémio conhecido como trinémio quadrado perfeito (item a)
e a outra é a forma fatorada do trinémio (item c).

(X+2)-(x+2)=x2+4x+4

O desenvolvimento do quadrado da soma de dois termos e do quadrado da
diferenca entre dois termos resulta em trinémios quadrados perfeitos. Podemos
fazer o caminho inverso, obtendo um quadrado (da soma ou da diferenca) a partir
de um trindbmio quadrado perfeito. Veja alguns exemplos.

o X2+ 10X +25 = (X + 5)2 o (X+5) = x2+10x +25
O caminho inverso
disso é a fatoracgdo do
trinémio quadrado
perfeito.

e 32-14a+49=(a-7y

drado d
quacrado ae x quadrado de 5

dobro do

e 9x2+60x +100=3x + 10)? produto de x e 5
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FATORAGAO DE POLINOMIOS DO 2° GRAU E A IDENTIFICAGAO DE SUAS RAIZES

A fatoragdo de um polindmio do 2° grau esta diretamente ligada a determinagdo de
suas raizes. Ao escrever um polindmio na forma fatorada, conseguimos identificar os
valores de x que tornam a equacao igual a zero, ou seja, encontramos suas solugdes.

Um polindmio do 2° grau tem a forma geral: Lembre-se: Raiz ou solugdo de
uma equacgdo € o valor que,
atribuido a incégnita, torna a
sentenca matemdtica

verdadeira.

P(x)=ax2+ bx+c
onde a, b e ¢ sdo constantes, com a # 0.

Ja vimos que a fatoracdo consiste em reescrever essa expressdo como um produto
de fatores mais simples. Se um polindmio quadratico pode ser fatorado na forma:

P(x)=a(x-r')(x-r")

entdo os valores r' e r” sdo as raizes da equag¢do P(x) = 0, pois ao substitui-los no
polinémio, obtemos 0:

alr'-r)(r-r")=0 ou air"-r)r"-r")=0
| | —
zero zero

As equacdes do 2° grau que podem ser escritas no formato a( x = r' )( x - r”) = 0,
especificamente quando a = 1, podem ser organizadas no seguinte formato:

22— Sr+P=0

v+ r !
Soma das raizes Produto das raizes

Vejamos um exemplo:

¢ Vamos fatorar o polindmio x2 - 7x + 10 e determinar suas raizes. Comparando
esse a equagdo com o formato:

® —Tr+10=0
2 —Sr+P=0
Concluimos que a soma das raizes é 7 e o produto é 10. .

® Precisamos encontrar dois numeros que somem 7 e cujo produto seja 10. Esses
ndmeros sdo 5 e 2, pois:

*
MareMaricas $
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ASSISTA AOS VIDEOS E REALIZE AS ATIVIDADES APONTANDO O CELULAR PARA O
QR CODE ABAIXO OU CLIQUE NO BOTAO.

Equacgao do 2° Grau Parte I:

Férmula Resolutiva para
Exemplos e Defini¢ao - Aula 46

Equacdo do Segundo Grau

Resolvendo equacgbes do 2°

Equacdes completas e R
grau incompletas .

incompletas do 2° grau
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Exercicios
- '[ Professor,l estle exercicio €
Resolvidos o e

préprios  exercicios e a
@==  desenvolver a habilidade

EFO9MA26/ES.

Elabore um problema no caderno envolvendo areas de terrenos retangulares e dé
para um colega resolver. Depois, confira a resposta do colega.

Como o exercicio é para que vocé, aluno(a), elabore, deixamos um problema para se
inspirar. Veja:

Carlos comprou um terreno retangular e deseja cerca-lo para construir um jardim. O
comprimento do terreno é 2 metros a mais do que o dobro da largura. Se a area
total do terreno é de 480 m2, qual é o comprimento e a largura do terreno?

Para auxiliar na resolucdo, lembre-se de usar o fluxograma.
Vamos resolver esse problema usando uma equagdo do 2° grau.
* Definir as varidveis:
Seja x a largura do terreno (em metros).
O comprimento sera 2x + 2, ja que é 2 metros a mais do que o dobro da largura.
Formula da area do terreno: A area de um retangulo é dada por: A=Cx L

e Substituindo a drea total (480 m?), o comprimento 2x + 2, e a largura x na
féormula da area: (2x +2) .x =480

* Expandir a equagdo:
2x2+2x =480

* Reorganizar a equagdo:
2x2+2x-480=0
* Resolver a equacdo do 2° grau:
Para resolver, usamos a formula de Bhaskara: 2x2 + 2x - 480 =0

Zizz A = b? — dac ,:—2—2\/23844 :—2;62 :_34:—16
B A=2%—-4.2.(-480) '
C=-480 A _413840 3844 v —2TV3BM 2462 60 .
2.2 4 4
Como x representa a largura do terreno, a solugdo negativa ndo faz sentido. .
Portanto, X = 15 metros. .

Sabemos que o comprimento é 2x + 2. Substituindo x = 15:
C=2(15) + 2 =30+2 = 32 metros.
Resposta: O comprimento do terreno é 32 metros e a largura 15 metros.

28

CONeX0es  marewmaricas &
+

* Podemos reescrever o polindmio como o produto de dois bindmios:
xX2-7x+10=(x-5)(x-2)

¢ Para encontrar as raizes da equagdo x2 - 7x + 10 = 0, igualamos os fatores a zero:
(x-5)(x-2)=0

Isso gera duas equag8es simples:
(x-5)=0 — x=5
x-2)=0 — x=2

Uma equacdo polinomial do 2° grau completa é uma equacgdo da forma:
ar® +bx +c =0, sendoa # 0
No entanto, em alguns casos, um ou mais termos podem estar ausentes, resultando
nos seguintes tipos de equagdes incompletas:
1- Equagéo sem termo independente (c=0): ax?+ bx=0
2- Equagdo sem termo linear (b=0): ax?+c=0
Podemos resolver essas equacdes por fatoragdo , veja como fazer:

* Equacoes do tipo ax?+ bx =0
Nesse caso, vamos usar a fatoragéo por evidéncia, ou seja, o fator comum pode ser
destacado para resolver a equagao.

ax2+bx=0
x(ax+b)=0

Aplicar a propriedade do produto nulo, ou seja, para que o resultado da
multiplicagdo seja zero, um dos termos deve ser igual a zero:
x=0
ou
ax+b=0

Assim, as raizes da equacdo polinomial do
2° grau incompleta do tipo ax? + bx = 0 sdo:

Agora é so resolver a equacdo:

ax+b=0
ar =0—5 ' =0
ar = —b a’:”=—£
a
T=——
a
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¢ Equacgdes do tipo ax?+ c=0

Nesse caso, isolamos x2 e extraimos a raiz quadrada.

ar’+c=0 r_
2 0 a Lembre-se: s6 haverd raizes reais se
ar =U—c o radicando for um nimero positivo.
c
i =_= " c \_/
a T = —4/——
a

Vamos ver os exemplos:

e Resolvax?-4x=0
Passo 2: Aplicar a propriedade do produto

nulo. Assim, temos:

Passo 1: Colocar x em evidéncia
xX=0o0ux-4=0

X(x-4)=0

Passo 3: Resolver as equagdes Solugdo: As raizes da equacdo sdo
x-4=0 xX=0e Xx"=4.
x=0+4

x=4

e Resolva4x?-16=0
Passo 2: Aplicar a raiz quadrada, lembre-se

Passo 1: Isolar x2 ) e !
que so6 havera raiz real, se o radicando for

4o —4a1:26 - ?6 positivo. 2
22— 16 z=+V4
4 o =Va=2
z? =4 "= —Vi=-2

Solugdo: As raizes da equagdo sdo:
¥=2e 2" =-2.

e Resolva7x2+35x=0
Passo 2: Aplicar a propriedade do produto

nulo. Assim, temos:
7x=0 ou x+5=0

Passo 1: Colocar 7x em evidéncia
7x(x+5)=0

Passo 3: Resolver as equagbes Solugédio: As raizes da equagao sao:
x+5=0 xX=0 e x"=-5.
x=0-5

X=-5

10
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No material da quinzena 7, estudamos sobre o que é um fluxograma, agora iremos
construir um fluxograma que represente o algoritmo para resolver a equagdo do 2°

grau. Ele tera as seguintes etapas:

Célculo do delta

Entrada de Dados
Calcular A= b? - 4ac

Receber os valoresde a, b e c

TESTE DO FLUXOGRAMA

Saida dos Resultados:
Apresente o valor calculado

| Exibir as raizes ou a mensagem
de "NAO HA SOLUGOES REAIS"

Agora que temos nosso fluxograma, vamos testa-lo aplicando-o em diferentes
equacgdes do 2° grau. Isso nos permitira verificar se o algoritmo esta correto e se o

fluxograma resolve as equagdes de maneira eficaz. Por exemplo:

e 5x2-3x+1=0
a=5 A =b2?-4ac
rcamrasossieases D=3 1 Garviic | B=(3P-451
c=1 A=9-20=-11
Saida dos Resultados: . L -
fprEmneEr et dis NAO HA SOLUCOES REAIS.

Exibir as raizes ou a mensagem

A=-11
de "NAO HA SOLUCOES REAIS"

A<O0

e 3x2-2x-1=0
Calculo do delta
Calcular A =b?-4ac

Entrada de Dados

Receber os valoresde a, b e ¢

A =bh?-4ac
A=(-22-43(-1)
A=4+12=16

' (-2) — V16 24
A=16 v 2.3 "6
A>0 , —(=2)+V16 2+4
T = =
2-3 6
p e | AS RAIZES DA EQUACAO SAO:
Exibir as raizes ou a mensagem X=-1 X'=1
de "NAO HA SOLUGOES REAIS" ?

27
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ELEMENTOS BASICOS DE UM ALGORITMO

Um algoritmo é uma sequéncia de passos légicos e bem definidos que tém como
objetivo resolver um problema. Podemos dividi-lo nos seguintes elementos:

e Entrada: Sdo os dados ou informac8es que o algoritmo precisa para funcionar.
No caso de uma equacgdo do 2° grau, as entradas seriam os valores de a, b e c.

* Processamento: O processamento envolve os cdlculos ou operagdes que o

algoritmo realiza para chegar a solugdo. Em uma equac¢do do 2° grau, isso
envolve calcular o A (delta) e as raizes da equacdo.

e Saida: S0 os resultados que o algoritmo retorna ao usudrio. No nosso caso, a
saida sera a solu¢do da equacdo, ou seja, as raizes.

e Decisdes Condicionais: S3o as etapas em que o algoritmo escolhe entre
diferentes caminhos, dependendo de uma condicdo. Na equagdo do 2° grau, a
decisdo ocorre ao verificar o valor de A (delta):

Se A >0, a equacdo tem duas raizes reais e distintas.
Se A =0, a equacdo tem uma raiz real (ou seja, as raizes sdo iguais).
Se A <0, ndo ha solugdes reais.

RESOLVENDO UMA EQUAGAO DO 2° GRAU

Vamos agora aplicar o algoritmo para resolver uma equacdo do 2° grau:
A equacdo do 2° grau tem a forma: ax2+ bx+c=0
As etapas para resolver sdo as seguintes:

1.Entrada de dados: O primeiro passo é coletar os coeficientes da equagdo. Ou
seja, vocé deve fornecer os valores de a, b e c.
2.Cdlculo de A (delta): A férmula para calcular A é: A=b? - 4ac. Dependendo do
valor de A, teremos que tomar decisdes diferentes.
3.Decisdio sobre o tipo de solugdo:
Se A >0, o algoritmo calculara as duas raizes reais e distintas usando as férmulas:

S btVA b+ VA

2a 2a
Se A =0, o algoritmo calculard uma Unica raiz:
-b
xl — fE” —
2a

Se A <0, o algoritmo indicara que ndo ha soluges reais.

4.Saida: O algoritmo, entdo, apresentara as raizes da equag¢do ou informara que
ndo ha solugdo real.

~ *
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Exercicios
Resolvidos

Este exercicio tem como
V4 objetivo desenvolver a

|
. !
- habilidade de utilizar a forma
(3 fatorada de um trinémio do 2°
grau para solucionar equagbes
3

polinomiais simples e
contextualizadas.

Um agricultor esta planejando um canteiro retangular cuja area total deve ser de

35 m2. O comprimento é 2 metros maior que a largura. Qual deve ser a largura do
canteiro?

Seja x a largura do canteiro (em metros). O comprimento sera x + 2.
A area do retangulo é dada por:

-
X+2
Area = largura x comprimento
X(x+2)=35

Passo 1: Transformar a equa¢ao em um trindmio:

X(x+2)=35
x2+2x =35
x2+2x-35=0

Passo 2: Fatorar o trinbmio:

Procuramos dois nimeros cuja soma seja -2 e o produto seja -35. Esses nimeros sdo
-7e5.

(x=(=7))(x-5)=0
(x+7)(x-5)=0
Passo 3: Aplicar o produto nulo

Xx+7=00ux-5=0 X+
X

Como a largura ndo pode ser negativa, temos x = 5 metros.

Resposta: A largura do canteiro deve ser 5 metros.

x+2 5+ 2 =7 metros

1
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Vamos resolver o trindbmio encontrado (x + 3)2=1:
(z+3)?2=1
Material V@E+3)? =+v1 ou z43 - _1 Logo, os niimeros reais
z+3 =1 z—_-1-3 -4 e-2sdo as raizes da
EXt ra zr=1-3 equacgdo dada.
T=—4
. T =-2
} O processo algébrico de Bhaskara
ASSISTA AOS VIDEOS E REALIZE AS ATIVIDADES APONTANDO O Considere, novamente, a equacio x? + 6x + 8 = 0 que ja
CELULAR PARA O QR CODE ABAIXO OU CLIQUE NO BOTAO. resolvemos por meio do processo geométrico de al-

Khwarizmi, completar quadrados.

Partindo de uma equacdo completa do 2° grau com uma
incégnita e na forma reduzida, pode-se determinar, de
modo mais simples, as raizes dessa equac¢do pela chamada

(=] e =]

No século XIl, o matematico

férmu,a resolutiva. indiano Bhaskara baseou-se nos
_— estudos de Al-Khwarizmi para
—b :i: b2 — 4ac apresentar um processo
pu— algébrico que permitia resolver
T = qualquer equagdo do 2° grau
74 2(], com uma incégnita.
’
A ’ A expressdo b2 - 4ac , que é um numero real, é usualmente representada pela letra
grega A (delta) e é chamada de discriminante da equagdo. Desse modo, a férmula
Produtos notaveis de polindmios: Produtos notaveis de polindmios: resolutiva pode ser escrita assim:
diferenca de dois quadrados trindmio do quadrado perfeito b+ /—A

T A = b? — 4ac

2a

A férmula resolutiva também recebeu o nome férmula de Bhaskara, em
homenagem ao grande matematico indiano.

A existéncia ou ndo de raizes reais, bem como o fato de elas serem duas iguais ou
E Mo " ™ E diferentes, depende, exclusivamente, do valor do discriminante: A = b% — dac
| |

i

e Quando A >0, a equagdo tem duas raizes reais e diferentes.

e Quando A =0, a equagdo tem uma raiz real.

e Quando A < 0, a equag¢do ndo tem raizes reais.

Agora, vamos determinar as raizes de algumas equacdes do 2° grau com uma

’ ’ Lo . )
> > incodgnita usando a formula resolutiva.
42 —122+9=0
Fatoracdo de Expressdes Fatoragdo de Expressoes Algébricas - . a=4 b=-12¢=9
Algébricas -Parte 1 Parte 2 A=b —dac=(-12)* —4.4.9 =144 — 144 = 0 S .
A=0 € a unica raiz real dessa
- equagdo. Dizemos que a
_ —=bt VA = (-12)+ N _12+0 12 3 equacéo tem uma raiz ou
= 2a - 2.4 T8 8 2 que tem duas raizes iguais
xl . mII - E
2

12
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Utilizando a interpreta¢do, da pagina anterior, vamos acompanhar o exemplo a
seguir, que mostra como Al-Khwarizmi desenvolveu estudos sobre equagfes de 2°

grau’ [ Professor, se julgar pertinente, leve para a sala
de aula cartolinas coloridas, réguas e canetas
hidrogréficas. Solicite aos estudantes que,

Vamos fazer uma interpretagdo geométrica da ! phe
. organizados em  duplas, construam a
expressdo x? + 6x e completar um quadrado a _ interpretacio geométrica da expressdo x2 + 6x e
. . completem um quadrado. A manipulagédo dos
pa rtll' da ﬂgura I’epl’esentada. materiais, associada ao apelo visual, contribui
para que a compreensdo do método seja
= compreendida e absorvida de maneira mais
significativa. Na sequéncia, solicite que facam a
l CONStrugdo para o caso X2 + 5x.

X2 + 6X = x2 + 2(3x)

Construindo a figura de acordo com a
interpretacdo geométrica dada:

&

X 3
X 3
X x? 3x||a
X x2 3x || x >
Para completar
o quadrado, acrescentamos o
quadrado de lado 3. 3 3x 32 3
3 3x
—_— X 3
X

Pela figura, notamos que, para completar um quadrado, devemos acrescentar o
quadrado de lado 3, ou seja, de area 32. Assim, se adicionarmos 32 a expressdo
X2 + 6x, obteremos x2+ 6x + 32, que é um trindbmio quadrado perfeito. Dai, podemos

escrever:
X2+6x+32 = x2+6x+9 = (x+3)

l l l

expressdo algébrica trindmio quadrado
correspondente a drea perfeito
do quadrado formado

forma fatorada
do trinémio

Aplicando o processo de completar quadrados, vamos resolver as seguintes
equagdes do 2° grau com uma incoégnita no conjunto dos numeros reais.

Acompanhe a resolucdo da equagdo x2+6x+8=0

Da expressdo x2 + 6x, podemos interpretar: x2 + 6x = x2 + 2(3x)

Pela figura, observamos que é necessario acrescentar o nimero (3)? ou seja, 9, a
expressao x2 + 6x para obter um quadrado.

Depois de determinarmos, geometricamente, o valor que devemos acrescentar a
expressao X2 + 6x, voltamos a equacdo que queremos resolver.

X2+6x+8=0
X2+ 6X =-8 ——> principio aditivo

X2+ 6x+9=-8+9 ., principio de equivaléncia das equagbes

trindmio quadrado Fatorando o trinémio quadrado perfeito obtido no 1°
perfeito membro, obtemos a equacgdo: (x + 3)>=1

24
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= Atividades

Afigura abaixo representa um quadrado que foi repartido em 4 regides menores
(2 quadrados e 2 retangulos). As areas do menor quadrado e de um dos retangulos

estdo indicadas na figura.

Qual a area total do quadrado maior? 9 15
A) 15

B) 25

0 30

D) 39

E) 64

Qual é o polindmio que expressa a area total do quadrado cujos lados medem
(x + 3) unidades? 3 X

A)x2+6Xx+9 3
B)x2-6x+9
O x2+6x-9
D)x2-6x+9
E)x2 +9 X

ATIVIDADE 3

Desenvolvendo o produto notavel (3x - 2)? chegaremos num polindmio. Esse
polinémio é:

A)9x2-12x +4
B) 6x2 + 46x + 4
Q) 9x +49x2- 4
D) 9x - 6 + 49x2
E)9ox2-4
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ATIVIDADE 4

O polindmio a seguir é um quadrado perfeito do tipo (ax + b)2. Quais sdo os
valores de a e de b?

z2 — 10z + 25

A)a=10eb=5
B)a=5eb=10
Ca=1eb=5
D)a=1eb=-5
E)a=-5eb=1

Realizando a simplificagcdo da expressao algébrica a seguir parax#5ex#-5,
encontraremos:

(2z — 10) - (2z + 10)
z2 — 25

A)1
B) 2
03
D)4
E) 5

J& aprendemos que o produto notavel (x + 4)2 pode ser “aberto” na forma
polinomial como x2 + 8x + 16, sendo assim, para resolver a equagdo x2+8x+16=0
basta perceber que, o valor de x procurado é um ndmero tal que (x +4)2=0, isto é, 0
valor procurado é aquele tal que x +4 =0, ou seja, x =-4.

Seguindo nesse mesmo raciocinio, encontraremos como solu¢do da equacgdo
X2 - 14x +49 =0 o0 nimero:

A)x=6
B)x=7
Ox=8
D)x=9
E) x=10

14
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Na pagina 7 deste material, aprendemos sobre os trindbmios quadrados perfeitos e

como fatora-los. Aqui, utilizaremos os conceitos desenvolvidos para resolver
equacBes do 2° grau que podem ser fatoradas dessa forma. Vejamos os exemplos:

Acompanhe a resolugdo da equagdo 9x2-30x +25=0
9x2-30x+25=0

(3x)* (2-3x-(-5)) (-5)?

(3x-5)2=0
3x-5=0
3x=5
x=5
3
e xX2+8x+16=0 e X2+ 14x+49=0
(x+4)2=0 (x+7)2=0
Xx+4=0 x+7=0
=-4 =-7

Agora vamos aprender a resolver qualquer equacdo completa do 2° grau. Para isso,
vamos estudar diferentes maneiras de resolvé-las.

Método de completar quadrados

A partir da interpretacdo geométrica dada pelos gregos a expressdo (a + b)?, o
matematico Al-Khwarizmi estabeleceu um processo geométrico para a resolugao de
equacBes do 2° grau com uma incognita.

Observe a figura que é a representagdo geomeétrica da expressao (a + b)2.

a b Pela figura ao lado, percebemos que: (a + b)? = a? + 2ab + b>.

A interpretagdo geométrica dessa expressao algébrica é:

a az +2ab + b?
—3reado quadrado de lado b

b I’ b
a b

area do quadrado de lado a

area de um dos retdngulos de ladosae b

23
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RESOLUGCAO DE EQUAGOES DO 2° GRAU COM UMA INCOGNITA

Nas paginas 8 a 10, deste material aprendemos como encontrar as raizes de uma
equacdo do 2° Grau incompletas utilizando a fatoragdo. Vamos revisar.

Um ndmero real é tal que seu quadrado é igual ao seu triplo. Qual é esse nimero?
Representando por x o0 nimero procurado, podemos escrever a equagdo x2 = 3x.
x2-3x=0 —> Equacdo reduzida
X(x-3)=0 — Colocamos x em evidéncia.

Pela propriedade dos niimeros reais, temos:
x=0 — uma raiz da equagéo
ou
x-3=0
x =3 — outra raiz da equacdo

O ndmero procurado é 0 ou 3.

Observe o exemplo a seguir.

A medida da area de uma praca, cujo formato lembra um quadrado, é 225 m2.
Quanto mede, em metro, o lado dessa praga?

Indicando por x a medida do lado dessa praca,

podemos escrever a equagao:

z? =225
r = +v225

' =15 2" = —15

Como a medida do lado ndo pode ser um numero negativo, a solu¢do x = -15 ndo
serve para o problema. Logo, a medida do lado da praga é 15 metros.

Veja outros exemplos:

) , z?4+25=0
z-—81 =0 9" —16 =0 2% — _95 -
z? = 81 2_ 16 .
- r = — ~ . .

. 9 Como ndo existe raiz [
z==+V8l 16 quadrada de numeros
=9 z'=-9 z=%/5 negativos, ndo existe

P 4 solucdo nos numeros
Tr = — r = —— R
3 3 reais.

22
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A soma de dois nUmeros naturais X e y é igual 30 e o produto deles é 221. Use o
que vocé aprendeu sobre produtos notaveis para calcular o valor numérico da
expressao algébrica (x2 + y2).

A) 442
B) 458
C) 500
D) 679
E) 900

ATIVIDADE 8

Uma bola foi chutada para o alto, de forma que sua altura H (em metros), em
funcdo do tempo t (em segundos), pode ser calculada através da equagdo
quadratica H = 30t - 5t2.

Para saber quanto tempo essa bola ficou no ar, basta
resolver a equagdo com H =0, pois, a altura que essa bola
estd quando sai e quando chega ao chdo, é zero.

Use fatoracgao para resolver essa equagdo comH=0e
descubra quanto tempo essa bola ficou no ar.

A) 5,0 segundos
B) 5,5 segundos
C) 6,0 segundos
D) 6,5 segundos
E) 7,0 segundos

ATIVIDADE 9

Seja N um nUmero natural qualquer. Se o produto do antecessor pelo sucessor
de N resulta em 399, entdo quanto vale o quadrado de N?

Design: Getty Images/ Fonte: Canva

A) 225
B) 289
C)324
D) 361
E) 400

15
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e Os estudantes de uma escola irdo fretar um 6nibus

> com 45 lugares para um passeio ao jardim zoologico.

Cada estudante deverad pagar R$30,00, mais R$3,00

b o 5% /-!' para cada lugar vago, isto é, se faltarem x estudantes

~& os demais (45 - x) pagardo cada um deles um valor, em
reais, de (30 + 3x).

Design: Firsova Kateryna / Fonte: Canva

Deste modo, o valor V do fretamento do 6nibus pode ser calculado em func¢do da
quantidade x de estudantes faltosos pela equagdo  quadratica
V =(45-x).(30 +3x)=1350 + 105x - 3x2.

Sabemos que o valor do fretamento do 6nibus foi B
de R$ 2.178,00 e nosso desafio é descobrir quantos ‘mnmm
estudantes faltaram, para isso, basta resolver & ——or——————
equacgdo 1350 + 105x - 3x2 = 2178 que é equivalente & L :
equacdo 3x2 - 105x + 828 = 0 que, simplificada, pode
ser escrita como x2 - 35x + 276 = 0.

Design: Vectorfair S / Fonte: Canva

Use o método de soma e produto para resolver essa Ultima equagdo e encontrar
a quantidade x de estudantes que ndo foram ao zoolégico sabendo que mais da
metade dos lugares do 6nibus foram ocupados. A quantidade x procurada é?

A)12
B) 15
Q19
D) 21
E) 23

16
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Pela definicdo de equagdo de 2° grau, devemos ter sempre a#0. Entretanto,
podemos ter b=0ouc=0.

Quando b#0e c# 0, a equacdo do 2° grau é chamada completa.
Quandob=0eouc=0, aequagao do 2° grau é chamada incompleta.

Exemplos:

e 5x2-6x+4=0éumaequacaocompleta(a=5,b=-6ec=4).
e y2+4x -3=0é uma equagao completa(a=1,b=4ec=-3).
e Xx2-64=0é uma equacgdo incompleta(a=1,b=0ec=-64).
e -3t2+9t=0 é uma equacgdo incompleta(a=-3,b=9ec=0).

e 4m?=0 é uma equacao incompleta (a=4,b=0ec=0).

Observe as seguintes equagdes do 2° grau com uma incégnita.

5x2-6x+4=0 y2+4y-3=0 -3t2+9t=0 4m2=0

Essas equacgBes estdo escritas na forma ax? + bx + ¢ = 0, que é denominada forma
reduzida de uma equacgdo do 2° grau com uma incégnita.

Ha, porém, algumas equagbes do 2° grau que ndo estdo escritas na forma
ax? + bx + ¢ =0, por exemplo:
3x2-6x=x-3 2x2-7x+4=1-x2

Por meio de transformagfes, nas quais aplicamos os principios aditivo e
multiplicativo da igualdade, tais equa¢des podem passar a ser expressas na forma
reduzida. Acompanhe a situagdo a seguir.

Escrever a equagdo 2x2 - 7x + 4 = 1 - x2 na forma reduzida.

2x2-7x+4=1-x2 — Equagdo dada

2x2-7x +4 -1+ x2 =0 — Aplicamos o principio aditivo.

3x2-7x+3=0 — forma reduzida da equacdo dada

21
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Conceitos e
Conteudos

A EQUAGAO DO 2° GRAU COM UMA INCOGNITA

Entre os diversos documentos deixados pelos babildnios,
encontra-se um antigo texto em que problemas
matematicos sdo registrados em argila. Nesse texto, ha
um problema que pode ser enunciado da seguinte forma:

a
>
.
3

Qual é a medida de comprimento do lado de uma regido
quadrada sabendo que a medida de drea dela menos a
medida de comprimento do lado é igual a 870?

Passando da linguagem usual para a linguagem algébrica, a
solu¢do desse problema equivale a resolver a equagdo
X2 -x =870, que também pode ser escrita como:

-50p-8-501U0[Iqeq-50p-2.qa8(e-e/50/8 10T

Jwod10dsSo|q wadele8apenualn//isdiy:auo

Placa de argila de aproximadamente 2000

a.C.-1600 a.C. (19,4 cm 3 11,7 cm), guardada
X2 -X- 870 = 0 no Museu Britdnico, em Londres
(Inglaterra). O primeiro problema dessa

que é uma equacgdo do 2° grau com 1 incognita.

Toda equacgdo que pode ser escrita na forma ax?+ bx+c=0,coma, bec
numeros reais e a=0, é chamada de equacdo do 2° grau com 1 incégnita.

Na equacgdo do 2° grau, do tipo ax? + bx + ¢ = 0, os nimeros reais @, b e ¢ s&o
chamados coeficientes da equag¢do, com a sendo:

e g sendo o coeficiente do termo x2

e b sendo o coeficiente do termo x

¢ ¢ sendo o coeficiente sem incégnita ou termo independente de x.

Veja os exemplos:
e 2x2-2x-40=0¢é uma equacdo do 2° grau na incognita x, em que quea=2,b =-2
e c=-40.

e ¥2-36=0 é uma equacdo do 2° grau na incognitay,emquea=1,b=0ec=-36.

e 5z2-10z=0¢é uma equacdo do 2° grau na incégnita z,em que a=5,b=-10ec=0.

placa, registrado em escrita cuneiforme,
corresponde ao problema citado no texto.
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EQUAGAO DO 2° GRAU

HABILIDADE(S)

(EFO9MA26/ES)
Resolver e elaborar,
come

sem uso de
tecnologias,
problemas que
possam ser
representados por
equacdes
polinomiais de 2°
grau do tipo
ax2+bx+c=0.

(EM13MAT315)
Investigar e
registrar, por meio
de um fluxograma,
quando possivel,
um algoritmo que
resolve um
problema.

EXPECTATIVA(S) DE

APRENDIZAGEM

Inferir uma equacdo polinomial de
2° grau que modela um problema.
Resolver problemas que possam ser
representados por equacdes
polinomiais de 2° grau, utilizando
inclusive os produtos notaveis e os
processos de fatoragdo.

Elaborar problemas que possam ser
representados por equagdes
polinomiais de 2° grau, utilizando
inclusive os produtos notaveis e os
processos de fatoragdo.
Compreender os elementos basicos
de um algoritmo, incluindo entrada,
processamento, saida e decisdes
condicionais.

Identificar as etapas logicas
necessarias para resolver uma
equacdo do 2° grau, como entrada
de dados, calculo de A, decisdo
sobre o tipo de solugdo e calculo
das raizes.

Testar o fluxograma criado,
aplicando-o em diferentes equac¢des
do 2° grau e verificando sua eficacia.

DESCRITOR DO
PAEBES

D087_M Resolver
problema
envolvendo
equagao do 2°
grau.

SepDU - 2025
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Contextualizacao

A histéria das equacdes do segundo grau remonta a tempos muito antigos, sendo a
busca por solugdes para esse tipo de problema um dos marcos iniciais na evolugdo
da algebra. Embora os babildnios ndo tivessem a nocdo formal de "equagBes
quadraticas" como entendemos hoje, eles ja lidavam com problemas que envolviam
a resolucdo de relagdes quadraticas muito antes de termos uma linguagem
algébrica. Esses problemas eram frequentemente aplicados a questdes praticas,
como a medi¢do de areas e o calculo de distancias, especialmente no contexto da
geometria e da construgdo.

Foto do tablete Plimpton 322. Apesar
de atualmente sabermos traduzir os
nimeros expressos nesse tablete, que
estdo dispostos como em uma tabela,
ainda ha vdérias teorias sobre o
propdsito desses valores.

Fonte: https://francis.naukas.com/2017/09707eI-signiﬁcado-
matematico-de-la-tablilla-babilonica-plimpton-322/

Um dos maiores marcos dessa histéria € o famoso Plimpton 322, uma tabua de
argila babilénica que data de cerca de 1900 a.C. a 1600 a.C e foi descoberta em 1922.
Esse artefato contém uma tabela de niumeros que representa solu¢8es de equagdes
quadraticas e é especialmente importante porque mostra que os babil6nios ja
conheciam métodos para resolver problemas envolvendo nimeros que satisfazem a
equagdo quadratica ax?+bx+c = 0, mas de maneira pratica, sem a formalizacdo
algébrica que surgiria muitos séculos depois.

Embora os babil6nios ndo usassem a terminologia e os métodos algébricos
modernos, sua abordagem pratica para resolver problemas envolvendo quadrados e
raizes quadradas pavimentou o caminho para o desenvolvimento das equag8es do
segundo grau e para o entendimento mais formal das propriedades das raizes
dessas equagdes.

Assim, a partir de Plimpton 322, podemos tracar uma linha que conecta a antiga
Matematica babildnica com os conceitos modernos de algebra, mostrando que as
equagBes quadraticas, longe de serem uma invencdo recente, tém raizes que
remontam a milénios, refletindo uma busca antiga e continua por compreender e
resolver problemas numéricos.

BONS ESTUDOS!
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