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EM13MAT309: Resolver e
elaborar problemas que
envolvem o calculo de areas
totais e de volumes de
prismas, piramides e corpos
redondos em situa¢bes reais
(como o calculo do gasto de
material para revestimento ou
pinturas de objetos cujos
formatos sejam composicdes
dos so6lidos estudados), com ou
sem apoio de tecnologias
digitais.

resolver problemas
relacionados a situagdes
reais.

Conhecer expressGes de
cadlculo de volume de
prismas e piramides.
Resolver situa¢es-problema
envolvendo o volume e
capacidade de solidos
geométricos em contextos
diversos, utilizando a
decomposicdo e as
expressoes algébricas para o
calculo de volumes de
sélidos elementares.

D129 M Resolver
problema envolvendo a
area total e/ou volume
de um sélido.
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-+ Contextualizacao
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O estudo da geometria espacial ndo é recente, ha indicios de que entre 2000 a.C. e
1600 a.C. os babildnicos j& estariam familiarizados com as regras para calculo dos
volumes de um paralelepipedo e de prismas de base trapezoidal, bem como
aproximagdes do volume de um cilindro reto. Contudo, bem antes a ideia de volume
ja era utilizada, pois com o comego do cultivo dos gréos, surgiu a necessidade de
construir granarios, destinados a armazena-los. A constru¢do desses granarios
mostra que o conceito matematico de volume foi de muita importancia na histéria
das civilizagGes.

No cotidiano, estamos cercados por diversas formas em obras de arte, arquitetura e
objetos domésticos que lembram os sélidos geométricos. Observe abaixo algumas
obras arquitetdnicas famosas.
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Além da presenca na arquitetura, os conceitos e aplicagdes da geometria espacial
aparecem em diversas situa¢des do nosso cotidiano.

Questdes como “quantos litros de agua cabem em uma piscina?”, “quantas latas de
tinta devo comprar pra pintar as paredes de minha casa?”, “quantos cm? de papeldo
sd0 necessarios para construir uma caixa?” ou “qual a quantidade de madeira gasta
para construir um nicho hexagonal?” sdo perguntas que permeiam nosso dia a dia,
as vezes, até despercebidas por nés, e que estdo intimamente relacionadas aos
procedimentos em geometria espacial.

Neste material iremos estudar sobre alguns elementos, o volume e a area total dos
prismas e piramides.

Bons estudos!
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ATIVIDADE 9

Uma empresa de aquarios precisa projetar um novo modelo com capacidade para
240 litros de agua. O aquario tera o formato de um paralelepipedo retangular, com a
base medindo 50 cm de comprimento e 40 cm de largura. A empresa precisa
determinar a altura do aquario e a quantidade de vidro necessaria para construi-lo,
considerando que a tampa superior ndo sera feita de vidro. Quantos centimetros
quadrados de vidro serdo necessarios para construir o aquario?

A) Serdo necessarios 20 000 cm? de vidro para construir o aquario
B) Serdo necessarios 23 600 cm? de vidro para construir o aquario
C) Serdo necessarios 25 10000 cm? de vidro para construir o aquario
D) Serdo necessarios 29 250 cm? de vidro para construir o aquario
E) Serdo necessarios 31 410 cm? de vidro para construir o aquario

Um paralelepipedo e uma piramide, ambos com base quadrada, possuem a mesma
altura e a mesma area da base. O volume do paralelepipedo é de 48 cm3. Qual é o
volume da piramide?

A)12 cm?3
B) 16 cm3
C)24 cm3
D) 36 cm3
E) 96 cm3
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PRISMAS

Considere um plano a onde esta contido um poligono convexo ABC. Defina, entdo,
um plano B, paralelo a a, e uma reta r concorrente a estes dois planos. Trace
segmentos de retas paralelos a r com uma extremidade no poligono ABC e a outra
no plano B. A reunido de todos esses segmentos é denominada prisma.

Vejamos, passo a passo, essa construgdo:

deflna plano B, paralelo a a, e umaretar
concorrente a esses dois planos.

i

a reunido de todos esses segmentos é
denomlnada prisma.

@ considere um plano a e um poligono convexo

ﬂ

trace segmentos de retas paralelas arcomuma
extremldade no poligono ABC e a outra no plano 8

=/

No prisma ABCA'B'C’' representado podemos destacar os seguintes elementos:

B
"
c
A
c

Vértices: A,B,C, A, B eC’

Arestas da bases: 4B, AC,BC.AB', AC' ¢« BC"
Arestas laterais: A4, BB’ e CC"

Bases: ABC e AB'C'

Faces laterais: ACC'A',BCC'B' e ABB'A’
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Classificacao dos Prismas

Os prismas podem ser classificados de acordo com o poligono que forma a sua base.
Por exemplo, se o prisma possui uma base triangular ele é denominado prisma
triangular. Veja alguns exemplos de prismas:

B\

Prisma Triangular Prisma Quadrangular

Prisma Pentagonal Prisma Hexagonal
Nos sélidos acima, os prismas triangular, pentagonal e hexagonal sdo chamados de
prismas retos, enquanto o prisma quadrangular é chamado de prisma obliquo.
Além disso, um prisma reto cuja base seja um poligono regular é chamado de
prisma regular.

Em um prisma reto as faces
laterais sdo retangulos.

»
K

Em um prisma obliquo as faces laterais sao
paralelogramos.

Area da Superficie de um Prisma

Em um prisma podemos destacar as seguintes superficies:

o Superficie lateral (4;): corresponde a reunido das faces laterais do prisma, sua
area é chamada de area lateral. Sdo determinadas pelas areas dos retangulos ou
paralelogramos.

o Area da base ( 4,): corresponde & area do poligono que compde cada base do
prisma.

o Superficie total (Ar): corresponde a reunido da superficie lateral e das bases do
prisma.

Portanto,

Ar=2-A, + AL

: CONEXOes wmaremaricas 3

Uma empresa de eventos estd projetando um palco com um totem central no
formato de pirdmide de base pentagonal regular. O totem terd 15 m de altura e a
area da base pentagonal é de 43,01 m2. A empresa precisa calcular o volume interno
do totem para determinar a quantidade de espuma expansiva necessaria para
preenché-lo, garantindo sua estabilidade. Determine a quantidade de espuma
expansiva necessaria para preencher o volume interno do totem, considerando que
a espuma tem uma taxa de expansao de 20%.

Um artista plastico esta criando uma escultura em formato de cubo para um jardim
publico. Ele precisa calcular a quantidade de tinta necessaria para pintar toda a
superficie externa da escultura. O volume da escultura é de 64 m3. Dessa forma,

A) O artista precisara de tinta suficiente para cobrir 52 metros quadrados de
superficie.
B) O artista precisarad de tinta suficiente para cobrir 64 metros quadrados de
superficie.
C) O artista precisara de tinta suficiente para cobrir 76 metros quadrados de
superficie.
D) O artista precisard de tinta suficiente para cobrir 82 metros quadrados de
superficie.
E) O artista precisara de tinta suficiente para cobrir 96 metros quadrados de
superficie.

ATIVIDADE 8

Duas piramides, uma com base pentagonal e outra com base hexagonal, possuem
alturas iguais. A area da base da piramide pentagonal é de 20 cm?, enquanto a area
da base da piramide hexagonal é de 30 cm2.

Qual das afirmacdes sobre o volume das piramides é VERDADEIRA?

A) O volume da piramide pentagonal é igual ao volume da piramide hexagonal.
B) O volume da piramide pentagonal é 10 cm3 menor que o volume da piramide
hexagonal.
C) O volume da piramide pentagonal é 10 cm3 maior que o volume da piramide
hexagonal. 5
D) O volume da piramide pentagonal ¢ — do volume da piramide hexagonal.

3

E) O volume da piramide pentagonal é 2 do volume da piramide hexagonal.
z
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ATIVIDADE 3

Mariana é uma apaixonada por peixes e resolveu comprar um aquario novo para
sua casa. Ela encontrou um modelo retangular que se encaixa perfeitamente no
espaco disponivel em sua sala. O aquario tem as seguintes dimensdes internas:

ComprlmentO: 0’8 m @ Design: Guavanaboy Studio /
Largu ra. 0,4 m Fonte: Canva

A s .
Altura: 0,5 m Utilize: 1 m3 =1 000 litros

Mariana precisa colocar agua no aquario e, para evitar transbordamentos, ela
pretende deixar um espaco de 10 cm entre a superficie da agua e a borda superior
do aquario. Calcule quantos litros de 4gua Marian deve colocar no aquario, para que
a agua atinja o nivel desejado.

ATIVIDADE 4

Represente através de uma expressdo algébrica a medida da area total do
paralelepipedo a seguir.

Um reservatoério de agua é composto por dois cubos sobrepostos (figura abaixo),
com o cubo inferior tendo o dobro da aresta do cubo superior. Uma mangueira com
vazdo constante leva 6 minutos para encher um terco do cubo inferior. Quanto
tempo a mangueira levara para encher o restante do reservatério?

16
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Volume de um Prisma

Considere um bloco retangular que apresente medidas iguais a 5 uc, 3 uc e 4 uc (uc
significa unidade de comprimento). Definimos como unidade de volume, um cubo de
aresta com medida igual a 1 uc. Podemos considerar 1 cm, 1 m, 1km etc., tudo
depende da medida mais adequada, para determinada situagao.

) » unidade
de volume

5UC o

No nosso bloco retangular conseguimos alocar um total de 60 unidades de volume:
5 unidades no sentido do comprimento, 3 unidades no sentido da largura e 4
unidades no sentido da altura. Observe que essas quantidades coincidem
exatamente com as medidas das arestas do bloco retangular. Multiplicando essas
qguantidades obtemos 60.

Entdo podemos dizer que o volume do bloco retangular de medidas de
comprimento a, largura b e altura h, é igual a

V=ab-h=V=4"h

O processo acima nos mostra como determinar o volume de um tipo de prisma, que
é o bloco retangular. Mas, a questdo é: como determinar o volume de um prisma
qualquer? A busca por essa resposta nos leva ao ano de 1635, ao encontro do
matematico italiano Bonaventura Cavalieri, e o que conhecemos hoje por Principio
de Cavalieri.

Intuitivamente, podemos pensar da seguinte forma: suponha que vocé tenha uma
pilha de chapas retangulares, que pode ser uma pilha de livros ou uma pilha de
folhas, todas de mesmas dimensdes, portanto, apresentam o mesmo volume. A
partir dessas pilhas, podemos representar alguns sélidos, como mostrados na figura

abaixo:
) n
-
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Nos trés casos, o espaco ocupado pela pilha € o mesmo, ou seja, os trés sélidos
possuem o mesmo volume, apesar de suas diferentes disposicbes e,
consequentemente, formas distintas.
Isso pode ser explicado pelo Principio de Cavalieri, que afirma o seguinte:
Dois sélidos de mesma altura, apoiados sobre um plano a, tém volumes iguais
se todo plano paralelo a a intersectar os sélidos, determinando regides de
areas iguais.

Mas como isso nos ajuda a determinar o volume de um prisma qualquer?

Considere um paralelepipedo reto-retangulo e um prisma qualquer, ambos de
mesma altura e bases com mesma medida de area. Qualquer corte paralelo a base
determina, nos dois prismas, duas regiGes de mesma area. Portanto, os volumes dos
dois prismas sdo iguais.

»
h Paralelepipedo reto-retangulo
e prisma triangular com
mesma medida de &rea da

sélido 1 Sélido 2 base.

Assim, para calcular o volume de um prisma, basta fazer o produto entre a area de
sua base e sua altura:

V=A4-h

e
/Prezada Professora, Prezado Professor, 2

Pensando em facilitar a visualizacdo da planificacdo apresentada na sessdo “Classificacdo dos
prismas”, vocé pode acessa-las nos espacos abaixo, no GeoGebra.

[=]F =]
s 2

I—"FIREr "]

Prisma Reto

Prisma Obliquo

Ja para exemplificar o Principio de Cavalieri pode ser utilizada a seguinte aplicagdo:

Principio de Cavalieri

CONeX0es  marewmaricas &
*

= Atividades

(Enem 2014 - Adaptada) Na alimentacdo de gado de corte, o processo de cortar a
forragem, coloca-la no solo, compacta-la e protegé-la com uma vedagao
denomina-se silagem. Os silos mais comuns sdo os horizontais, cuja forma é a de um
prisma reto trapezoidal, conforme mostrado na figura.

'

Legenda:
b -largura do fundo

B- largura do topo
C- comprimento do silo
h - altura do silo

Considere um silo de 2 m de altura, 6 m de largura de topo e 20 m de comprimento.
Para cada metro de altura do silo, a largura do topo tem 0,5 m a mais do que a
largura do fundo. Ap6s a silagem, 1 tonelada de forragem ocupa 2 m?3 desse tipo de
silo. Qual é a quantidade maxima (em toneladas) de forragem que cabe no silo?

A creche "Sonho Magico" precisa de um armario novo para guardar os brinquedos
das criangas. Para isso, a diretora solicitou um projeto em escala 1:10 para definir as
dimensdes do armario, que terd o formato de um paralelepipedo retangulo e sera
feito de madeira.

No projeto, as medidas internas do armario sao:
e Comprimento: 25 cm
e Largura: 10 cm
e Altura: 20 cm

Qual é o volume interno do armario de brinquedos?
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PIRAMIDES
jal
Materla Considere um plano a onde esta contido um poligono convexo ABC. Defina entdo
Extra um ponto V que ndo pertenca a a. Trace todos os segmentos de retas com uma

extremidade no poligono ABC e a outra no ponto V. A reunido de todos esses
segmentos é denominada piramide.
Vejamos, passo a passo, essa construgdo:

@ considere um plano a e um poligono convexo @defina entdo um ponto V que ndo
ABC. pertencaaa

\

trace segmentos retas com uma
extremidade no poligono ABC e a
outra no ponto V

V

a reunido de todos esses segmentos é
denominada piramide.

Na piramide representada podemos destacar os seguintes elementos:

\

Vértices da base: A,BeC
Vértice da piramide: V
Arestas da bases: AB, AC e BC
Arestas laterais: 4V, BV eCV
Base: ABC'

Faces laterais: ABV, ACV ¢ BCV

14
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Classificacao das Piramides

As piramides, assim como os prismas, podem ser classificadas de acordo com o
poligono que forma a sua base, por exemplo, se a piramide possui uma base
triangular ela é denominada piramide triangular, veja alguns exemplos abaixo:

A4

Piramide Triangular Piramide Quadrangular

Piramide Pentagonal

Nos sélidos acima, as piramides triangular e pentagonal sdo chamadas de
piramides retas, enquanto a piramide quadrangular é chamada de piramide
obliqua. Além disso, uma piramide reta cuja base seja um poligono regular é
chamado de piramide regular.

Observe abaixo a planificacdo de uma piramide reta e de uma piramide obliqua:

Yo’

Na piramide obliqua, as faces laterais
sdo triangulos, porém ndo sdo
equivalentes.

Na piramide reta, as faces laterais sdo
triangulos equivalentes.

: CONEXOes wmaremaricas 3

EXERCICIO 3. Uma empresa de design foi contratada para criar um monumento que
sera instalado em uma praga publica. A estrutura tera o formato de uma piramide
quadrangular regular de altura 12 m e base com aresta medindo 10m. Para finalizar
0 projeto, serd necessario pintar de azul toda a superficie externa da piramide
(excluindo a base).

a) Determine o volume desse monumento.
b) Sabendo que cada litro de tinta cobre uma superficie de 3 m? determine a
quantidade de tinta necessaria para pintar o monumento.

Solugao:
Inicialmente devemos determinar um modelo que possa
representar matematicamente o problema:

m

a) Determine o volume desse monumento.
Como a base da piramide é um quadrado, temos

10%-12 RS E

V= =100 - 4 = 400 m>.

.

b)sabendo que cada litro de tinta cobre uma area de
3 m? determine a quantidade de tinta necessaria
para se pintar o monumento.

Inicialmente, baixe, a partir de E, a altura da piramide e

defina o ponto G, ponto médio do segmento AD. A altura

do triangulo que forma a face lateral da piramide é GE.

Como a piramide é regular todas as faces sdo

congruentes. Portanto, D wm

Ay=4-Ax apr. ¢ A
Para determinar a area de ADE devemos, primeiro, determinar a medida de GE,
recorrendo ao triangulo retangulo GFE, de hipotenusa GE:

GE? = 12°45% = 144425 = 169 = GF = V169 = 13 m.
Dessa forma,

10-13
Ay =4- —5— =4 513 = 260 m>.

Como cada litro de tinta cobre 3m?, serdo necessarios

2 _
ﬂ=86,6

87 | de tinta.

13
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EXERCICIO 2. Pedro foi contratado para confeccionar o pédio para premiacio de
uma competicdo de futsal da escola de seu filho. O modelo a ser confeccionado, bem
como suas medidas, esta representado na figura abaixo (fora de propor¢do no
desenho). Para esse projeto Pedro utilizara blocos macicos de concreto. Qual o
volume de concreto necessario para a confec¢do do pédio?

wd Qg

wd Of

wd 0€

M\@“

60 cm

Solucao:

Podemos particionar o poédio em 3 blocos retangulares como mostrados a seguir. Assim, o

volume de concreto a ser utilizado é a soma dos volumes individuais.

3
=} I
2]
"Q"& \4‘ 3 °>°‘§
60 cm 60 cm 60 cm
Vi =60 x 50 x 60 Va = 60 x 50 x 40 V3 =60 x 50 x 30

= 120000cm® = 90000cm®
Viotal = Vi + Va + V3 = 390000cm?

Assim, o volume de concreto utilizado para a producdo do pédio é igual a 390 000cm?.

= 180000cm?®

12
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Area da Superficie de uma Piramide

Em uma piramide podemos destacar as seguintes areas:

o Superficie lateral (4;): corresponde a reunido das faces laterais da piramide. A
sua area é chamada de area lateral, que é determinada pelas areas dos
triangulos que formam as faces laterais.

e Area da base (4,): corresponde & 4rea do poligono que compde a base da
piramide.

o Superficie total (Ar): corresponde a reunido da superficie lateral e da base da
piramide.

Portanto,

Ar = Ay + A;

Volume da Piramide

Considere o prisma abaixo e as seguintes piramides que podem ser obtidas dele:

EVF

A

Dai podemos tirar algumas relagdes:

V1= Vi1 Pois os triGngulos ABC e DEF, que formam as bases das pirdmides [ e Il
respectivamente, sGo congruentes e a altura de ambas séo iguais, e iguais a
altura do prisma.

V1=V pois os tridngulos ECF e BEC, que formam as bases da pirémide Il e Ili,
respectivamente, séo congruentes, jd que sdo metade do paralelogramo BCFE,
e a altura de ambas é representada pela medida do segmento DE.
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Dai, podemos tirar a seguinte conclusdo:

R , ; Vprisma
Vi =Vir =Virr = Vpiramide € VIAVirtVirnr = 3Vpiramide = VPrisma = Vpiramide = =5
Utilizando o Principio de Cavalieri e lembrando da forma de calculo do volume do
prisma, podemos concluir que

Ay-h
Vpiramide = T

B

/Prezada Professora, Prezado Professor, @

Pensando em facilitar a visualizagdo da planificagdo apresentada na sessdo “Classificacdo das
piramides” vocé pode utilizar as duas aplica¢des seguintes do GeoGebra:

O[3 7%:40]
e E;.n-'.iﬁ-ﬂ:
(e I

Piramide Reta Piramide Obliqua

Ja para exemplificar a demonstragdo intuitiva do volume da piramide, pode ser utilizada a seguinte
aplicacdo:

Volume da Pirdmide

10
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Exercicios

m Resolvidos

. EXERCICIO 1. Uma empresa deseja reformular as embalagens em que transporta

seus produtos. A administracdo dessa empresa recebeu duas opgOes, cujas
representacdes sao ilustradas abaixo, com as medidas indicadas, e deve optar por
aquela que necessitar da menor quantidade de papeldo para ser construida. Nessas
condicBes, qual das embalagens deve ser escolhida pela empresa?

» caixa 1

K
wo oL

wo g

— >
20cm caixa 2K 20em

Solugao:

Para determinar qual das caixas escolher devemos analisar a que necessitar da menor
quantidade de papeldo para ser construida. Matematicamente, devemos determinar a
medida da area total das duas caixas, que podem ser representadas como um bloco
retangular. Suas planificagdes sdo dadas abaixo:

caixa 1 caixa 2
15 cm 10cm
£ §
9 a
15cm 10 cm
[——
20cm

20cm
Vamos determinar a drea de cada uma das caixas.
Ap =2 % (25 x 20 + 25 x 15 + 15 x 20)cm? Ay =2 % (30 x 20 + 30 x 10 + 10 x 20)cm?
=2 x (500 + 375 + 300)cm? =2 x (600 + 300 + 200)cm?®
= 2 x 1175em? = 2350cm? = 2 x 1100em? = 2200cm>

Como a medida da area da caixa 2 é menor, a administracdo da empresa devera optar pela
caixa 2.

1



