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Contextualizacao

A

Ja dedicamos nossa atencao a definicdo e as propriedades de uma Progressao
Geomeétrica (PG). Analisamos como cada termo dessa sequéncia é obtido pela
multiplicacdo do anterior por uma razdo e observamos como isso gera padrdes
regulares e previsiveis. Até aqui, vocé se familiarizou com a estrutura de uma PG e
aprendeu a identificar seus elementos essenciais.

Agora, é hora de avangcarmos para um novo desafio: a soma dos termos de uma PG.
Imagine ter uma sequéncia de numeros que cresce ou diminui de forma
exponencial. Como seria possivel calcular, de maneira direta, a soma de todos os
seus termos até um certo ponto? E indo além: sob quais condi¢des seria possivel
somar infinitos termos e, ainda assim, chegar a um resultado bem definido? Esses
questionamentos sao o ponto de partida para nosso estudo da soma dos termos das
Progressdes Geométricas.

Ao estudar a soma dos termos de uma PG, vocé descobrira como a matematica
oferece ferramentas precisas para lidar com o que, a primeira vista, parece
inalcancavel. Seja lidando com aplicacdes praticas, como em problemas financeiros,
ou explorando conceitos tedricos mais abstratos, a soma dos termos de uma PG
revela um lado fascinante da matematica: sua capacidade de transformar padrdes
complexos em expressdes simples e elegantes.

Neste material, veremos primeiro como calcular a soma de um numero finito de
termos, utilizando férmulas especificas que simplificam o trabalho manual. Em
seguida, exploraremos o conceito de soma de uma PG infinita, uma ideia que desafia
nossa intui¢do inicial e nos faz refletir sobre os limites da matematica.
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Conceitos e

m Conteudos
O

SOMA DOS TERMOS DE UMA PG

A progressao geométrica (PG) é uma sequéncia numérica em que cada termo, a
partir do segundo, é obtido multiplicando o termo anterior por uma constante

chamada de razao (q). Vamos explorar como calcular a soma dos termos de uma PG
finita e infinita, com exemplos e aplicacdes.

Soma dos Termos de uma PG Finita

A soma dos n primeiros termos de uma PG finita é dada pela expressao:
Sp=a1+az+ -+ an1+ay

Utilizando a férmula do termo geral de uma PG, temos:
Sp=ai+a-qg+--+ar-¢" > +ar-qg"" Eq. 1
Multiplicando ambos os membros da equacao por g:

¢-Sp=q (a+a-qg++ai-¢"*+ar-¢"7")

q-Sp=a1-q+a1-¢°+--+a1-¢"" +a-q" Eq.2
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Fazendo Eq. 1 - EqQ. 2, temos:
Sn—q¢-Sp=(a1+a1-q+--+a1-¢"") —(a1-g+ar-¢°+---+ar-q")
Sn_q.Sn:a1+a1.q+...+a1.qn_1_al.q_al.q2_..._a1.qn

Sn an—a1+//f—/f+/+M/f/

Sp—¢q-Sp=0a1—a1-¢"

Fatorando:
Sp-(1—q)=a1-(1—q")
Isolando g
1 —aq"
Sn = a3 i para q # 1
1-gq

é{ [] \‘.

/Professor (a),

a férmula para a soma dos termos de uma PG finita é apresentada de diversas
formas na literatura. Essa versao foi escolhida por sua facil adapta¢do a soma
de termos de PG infinita e por utilizar apenas os elementos fundamentais.
Contudo, uma outra maneira muito utilizada de escrever a formula para a
determinar a soma dos termos de uma PG infinita é:

_\{:5/— ay - (qn - 1)
q—1 /

Exemplo prdtico

Considere uma PG finitacom aj = 2, g = 3, com um total de 4 termos. Calcule a
soma dos 4 termos dessa PG.

1—gqg" 1— 34
. q %54:20
1—gq 1-3

1—-81 —80
=2 —— =2 ——=2-40=280
—2 —2

Portanto, a soma dos 4 primeiros termos é 80.
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Soma dos Termos de uma PG Infinita

Quando —1 < g < 1, é possivel calcular a soma de uma PG com namero infinito de
termos, pois q" tende a zero conforme T cresce. Nesse caso, a férmula da soma é:

1_ o0
S—ay —3
l1—gq
Como-1<qg<1:
1-0
S=a; ——
l1—¢q
Logo:
a
§=—" : para— 1 < g < 1.
l1—gq

1
Considere uma PG infinitacom a; = 5 e ¢ = — . Calcule a soma dos infinitos

3
termos desta PG.
g_.m _ 5 5 5 _5 3 15
T 1-q 11 317 2 1 2 2
q 1 3 3 3
o , 15
Portanto, a soma dos infinitos termos desta PGé — ou 7,5.
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Exercicios
m Resolvidos

. Agora que vocé conhece um processo mais pratico para determinar a soma dos
termos de uma PG (as férmulas), vamos resolver alguns problemas. A
resolucdo de problemas sobre PG, geralmente, requer:

1.l1dentificar os elementos conhecidos: verifique quais paréametros da PG
(@1,9, n,ou S,)sdo fornecidos no problema.

2.Determinar o objetivo: descubra qual elemento precisa ser calculado.

3.Escolher a formula adequada (ou outro procedimento): baseie-se nas

condig¢des fornecidas (PG finita ou infinita) e no que é pedido.

Problema 1: crescimento de uma populacao de bactérias

Em um laborat6rio, a populacdao de uma coldnia de bactérias triplica a cada hora.
Verificou-se que ao final da primeira hora havia 2 bactérias na colénia. Quantas

bactérias havera ao final de 5 horas?

Primeiro, identificamos os elementos da PG no problema:
e Como, inicialmente, havia 2 bactérias,a; = 2;
e Como as bactérias triplicam a cada hora, ¢ = 3;

e Queremos saber o resultado ao final da quinta hora, entdo n = 5 ;

e Como ha um n definido igual a 5, trata-se de um problema de soma de termos
de uma PG finita, portanto queremos obter o valor de Sh.

Assim:

1—q" 1- 3 1 — 243 9242
q —9. 12 9. T 9121

1-¢ S0 13 —2 —2 L]
O

Ss = 242

Portanto, teremos 242 bactérias ao fim de 5 horas.
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Problema 2: desempenho de uma bola de basquete

Uma bola de basquete é jogada de uma altura de 4 metros e quica repetidamente. A
cada quique, a altura atingida é 60% da altura anterior. Qual a soma das alturas

atingidas em todas as subidas, considerando que a bola quica indefinidamente?

Primeiro, identificamos os elementos da PG no problema:

e Abola é solta de uma altura de 4 metros, a1 = 4 ;

6
e Acada quique a altura é de 60% da altura anterior, ¢ = 60% = 0,6 =

0 5’

e Como ndo hd um N definido, trata-se de um problema de soma de termos de uma PG

infinita, portanto queremos obter o valor de S'.

Assim:;

Assim, a soma das alturas que a bola atingiu é de 10 metros.

A

4

além desses dois exercicios, trouxemos dois problemas abordando PG, porém fazendo

Professor (a),

conexdo com outras abordagens da Matematica. O problema 3 aborda, também, sobre
perimetro, cujo conceito pode ser revisado no momento de discussdo desse problema. Ele
aborda, ainda, sobre fractais, assim como o problema 04.

Seria muito importante discutir esses quatro problemas com os alunos mas, orientamos
que, caso nao seja possivel, selecione dois ou trés para realizacdo da discussdo e

aprofundamento do contetdo.

<\~
P
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Problema 3: os perimetros dos quadrados

(BONJORNO; GIOVANI; SOUZA, 2020) O lado de um quadrado mede £ unidades de
comprimento. Unindo-se os pontos médios dos lados opostos, obtém-se quatro
novos quadrados. Se procedermos assim, sucessivamente, obteremos novos
quadrados cada vez menores, conforme a figura, que mostra parte de uma
sequéncia infinita. Determine a soma dos perimetros de todos os quadrados

coloridos dessa sequéncia.
£

i

8 T2l~

O perimetro de um poligono é a soma das medidas de seus lados. O quadrado, por
definicao, € um poligono de quatro lados congruentes. Portanto, seu perimetro é
obtido multiplicando a medida de um de seus lados por 4.

Assim, na questdo proposta:
e O primeiro quadrado tem lado de medida £, resultando em um perimetro de
4-4;
e O segundo quadrado tem lado de medida £ resultando em um perimetro de
WL, ?

: 4 )
e O terceiro quadrado tem lado de medida X resultando em um perimetro de

E assim por diante, de forma que a sequéncia formada pelos perimetros desses
quadrados subsequentes forma a seguinte PG infinita:
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E solicitado, no enunciado, o célculo da soma dos perimetros que pode ser obtida

através da formula

S = , para— 1 < g < 1.

O primeiro termo é a; =4 - £ e a razdo pode ser obtida dividindo, por exemplo, o

segundo pelo primeiro termo:

o 241

ey

Como —1 < g < 1 o somatério dos termos infinitos desta PG converge para um

ndmero real:

— T T _4.0.2=8.¢

Portanto, a soma dos perimetros dessa sequéncia de quadrados é 8 - /.
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Problema 4: progressoes geométricas e fractais

(BONJORNO;GIOVANI; SOUZA, 2020 - Adaptado) A sequéncia de figuras abaixo ilustra
0s cinco primeiros passos da construcdo do Triangulo de Sierpinski. Em cada etapa,
novos triangulos brancos sdao removidos da figura anterior, sendo seus vértices os

pontos médios dos lados dos triangulos pretos remanescentes.

A A & Af:ﬂfi%‘ nnfnﬁa%a

Denotamos por @, 0 numero de triangulos pretos na n-ésima figura da sequéncia.

Observando os primeiros termos, correspondente aos triangulos acima, temos:
ay — 1, as = 3, as = 9, Ay = 27, as = 81.

Mantendo esse padrdao de crescimento, determine o valor de n correspondente a
figura que contém exatamente 2 187 triangulos pretos.

Observamos que a quantidade de triangulos pretos segue a sequéncia de PG em
que cada termo é obtido multiplicando o anterior por 3:

Qn

anp =3 an_1 =3=q

an—1

Portanto, temos uma PG com primeiro termo a1 = 1 erazdo g = 3.

Adaptando a férmula do termo geral da PG para os valores que conhecidos:

an=0a1-¢" ' —a,=1-3"154q,=3""1

[ Rascunks

Queremos encontrar 1 tal que a, = 2187, portanto:
: . 2187 | 3
_ _ n—
a,=3"1-2187T=3"1 3 =3 - Zzz
T=n—1—=-n=74+1=8 TN E R

27 | 3

93

Concluimos que a figura com 2 187 triangulos pretos 3
corresponde a oitava posicao da sequéncia. \_ 1 )

10
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Matematica em Contexto: fun¢do exponencial, fungao
logaritmica e sequéncia. (DANTE)

Capitulo 3: Sequéncias.
e Sequéncias. (p. 110-113)
e Progressao geométrica. (p. 133 - 141)

Ve

LIVRO DIDATICO

Prisma Matematica: func¢ées e progressoes. (BONJORNO)

Capitulo 4: progressdes.
¢ Introducdo. (p. 118 - 119);
e Sequéncias. (p. 119 - 122).
e Progressao geométrica (p. 132 - 134)

@ Portal da OBMEP
Progressdes Geométricas

Professor(a),
nesse link vocé encontra trés videos sobre
Progressdo Geométrica. Eles podem ser um
suporte para o estudo do aluno, caso
considere necessario.

Ve

VIDEOS

HISTORIA DA MATEMATICA

Professor(a),
Texto: no livro indicado vocé encontrara
Paradoxo da um texto com duas discussdes
dicotomia de Zendo  que podem ser feitas com os
Pagina 147 alunos e que ajudam a refletir
sobre o conceito de infinito.

HISTORIA

1


https://portaldaobmep.impa.br/index.php/modulo/ver?modulo=80
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= Atividades

A comporta de uma hidrelétrica esta sendo aberta de forma que, a cada segundo, a
quantidade de agua despejada dobra. No primeiro segundo, o volume de agua
despejado foi de 3 000 litros. Qual é a quantidade total de agua despejada por essa
hidrelétrica apos 7 segundos, em litros?

a) 21 000

b) 63 000

c) 189 000

d) 192 000

e) 381 000

Marcos, administrador de um site informativo, analisou 0 niumero de visualiza¢bes
de uma postagem de marketing nos primeiros 8 minutos ap6s sua publicacdo. No
primeiro minuto, 6 pessoas visualizaram a postagem, e a cada minuto seguinte, o
numero de novos visualizadores triplicava. Assim, 2 minutos ap6s a publicacdo, 18
novas pessoas haviam visualizado a postagem; no terceiro minuto, foram 54, e
assim por diante. O total de pessoas que visualizaram a publica¢ao ao final dos 8
minutos foi:

a)13120

b) 13122

c) 19 680

d) 19 683

e) 46 656

ATIVIDADE 3

Determine a soma dos seis primeiros termos da PG (2, -8, 32, ...).

12
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ATIVIDADE 4

(ENEM - 2018) Torneios de ténis, em geral, sdo disputados em sistema de
eliminatoria simples. Nesse sistema, sdo disputadas partidas entre dois
competidores, com a elimina¢do do perdedor e promoc¢do do vencedor para a fase
seguinte. Dessa forma, se na 1° fase o torneio conta com 2n competidores, entdo
na 2?2 fase restardao n competidores, e assim sucessivamente até a partida final.

Em um torneio de ténis, disputado nesse sistema, participam 128 tenistas.

Para se definir o campedo desse torneio, o nimero de partidas necessarias é dado
por:

a)2x128

b)64+32+16+8+4+2

C)128+64+32+16+8+4+2+1

d)128+64+32+16+8+4+2

e)64+32+16+8+4+2+1

Esio (esomeprazol magnésico) é indicado para o tratamento de doencas &cido-
pépticas e para o alivio dos sintomas de azia, regurgitacdo acida e dor epigastrica.
Sua meia-vida de eliminacao plasmatica é de aproximadamente 1 hora, quando

administrado em doses repetidas, uma vez ao dia.
Disponivel em: <https://consultaremedios.com.br/esio-comprimido/bula>. Acessado em:
16/12/2024. (Adaptado)

Considerando que um paciente ingeriu um comprimido de Esio pela manhj, a
gquantidade do medicamento na corrente sanguinea segue uma progressao
geométrica: na primeira hora, havia 20 mg; na segunda hora, restavam 10 mg; na
terceira hora, 5 mg permaneciam no sangue, e assim por diante. Portanto, a
guantidade de medica¢do presente na corrente sanguinea do paciente na sexta
hora apds a ingestao sera:

a)5mg

b) 2,5 mg

c) 1,25 mg

d) 0,625 mg

e) 0,3125 mg

Qual é a quantidade de elementos da PG, finita (1, 2, 4, ...), sabendo que a soma
dos termos dessa PG, é 1 023?
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(SADEAM-2013) Um fazendeiro fabricava queijos utilizando 512 litros de leite
diariamente. Para diminuir a intensidade do trabalho decidiu, de forma gradativa,
parar de fabricar queijos e revender o leite. Na primeira semana, apds essa decisao,
ele vendeu 8 litros de leite por dia; na segunda semana, 16 litros por dia; na terceira
semana 32 litros por dia; e assim por diante, até que todos os 512 litros fossem
totalmente vendidos por dia.

Mantendo o mesmo padrdo nas vendas de leite, em quantas semanas o fazendeiro
conseguiu substituir totalmente a produgdo de queijos pela venda do leite?

a)3

b) 6

c) 7

d) 33

e) 64

ATIVIDADE 8

Em um parque de diversGes, um brinquedo distribui fichas de prémios para os
visitantes por meio de um mecanismo especial. No primeiro giro, o visitante recebe
20 fichas. A cada giro subsequente, o numero de fichas distribuidas é reduzido pela
metade em relacdo ao giro anterior, seguindo uma progressao geomeétrica.
Considerando essa dinamica, podemos calcular a quantidade total de fichas que um
visitante recebera apds um numero infinito de giros. Qual é esse valor?

a)10

b) 20

c) 30

d) 40

e) 50

ATIVIDADE 9

A soma dos 10 primeiros termos de uma progressao geométrica € 4 092. Sabendo
que a razdo dessa progressao é igual a 2, o primeiro termo da sequéncia é:

a)2

b) 3

)4

d)5

e)6

14
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A dengue é uma doenca viral que afeta milhares de brasileiros a cada ano,
representando um dos maiores desafios para a saude publica no pais. Até a Semana
Epidemioldgica (SE) 52 de 2024, o Brasil registrou 6,6 milhdes de casos provaveis da
doenca. O numero de &6bitos confirmados ja chega a 5 915, enquanto 1 088 mortes
ainda estdo em investigacdo. Devido a gravidade da epidemia, diversos estados e
municipios declararam situacdao de emergéncia nesse ano. A seguir, apresentamos a
distribuicdo dos casos provaveis de dengue, conforme os dados do Sistema de
Vigilancia de Arboviroses, por raca/cor, em porcentagem.

Raca/cor (%) dos casos provaveis, 2024

100%

416%
35,0%

17.0%
5,1%

1,1% 0.2%
0% . . .

Amarela Branca Indigena Parda Preta Sem
inf.ignor...

Disponivel em: <https://www.gov.br/saude/pt-br/assuntos/saude-de-a-a-z/a/aedes-aegypti/monitoramento-das-
arboviroses>. Acessado em: 12/12/2024.

Suponha que uma fémea do mosquito Aedes aegypti (17 geracdo), infectada com o
virus da dengue, coloque 200 ovos em um reservatério com agua parada no quintal
de uma casa. Considerando as gera¢des futuras, temos as seguintes condi¢des:
e Metade das crias serao fémeas.
¢ 30% das fémeas nascerdo infectadas com o virus da dengue.
e As crias se reproduzirdo no mesmo local e com a mesma proporc¢ao de infec¢cdo de
sua mae.

a) Qual serd o numero de fémeas infectadas do Aedes aegypti nesse reservatério na
2% geracao?

b) Considerando que o numero de mosquitos Aedes aegypti nas geracdes
subsequentes segue uma progressdo geomeétrica, escreva a sequéncia das
quantidades de fémeas infectadas nas 5 primeiras gerac¢des, partindo da 12 geracao
com 1 Unica fémea.

) Qual sera o total de fémeas infectadas no final da 5% geracao?

15
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n Gabarito

RESOLUCAO PARA O(A) PROFESSOR(A)

A quantidade total de agua despejada apds 7 segundos é a soma dos volumes
despejados a cada segundo, ou seja, a soma do 1° ao 7° termo da progressao
geométrica: (3 000, 6 000, 12 000, ...), onde A1=3000,n=7 e arazdo é 2.

' ar - (¢" —1)
Utilizando a férmula da soma dos termos de uma PG, finita: Sn —

q—1

3000- (2" -1 3000 - (128 — 1
3000 (2—1) o 3000-(128—1)

57 21 1

= S7 =3000 - 127 = 381000

A quantidade total de agua despejada apds 7 segundos € 381 000 litros, logo a
alternativa correta € a LETRA E. -
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A quantidade total de pessoas que visualizaram a publicacdo ao final dos 8 minutos é a
soma dos termos dessa progressao geométrica: (6, 18, 54, ...), onde 1=6,n=8 e a
razao é 3.

ap - (¢" —1)
q—1

Utilizando a férmula da soma dos termos de uma PG finita: \S,, =

6. (35— 1) (6561 — 1)
31 = Sg = 7

A quantidade total de pessoas que visualizaram a publica¢do ao final dos 8 minutos foi
19 680, logo a alternativa correta é a LETRA C.

ATIVIDADE 3

Analisando a PG, (2, -8, 32, ...), temos: (1= 2, a razdo € -4 e queremos somar 0s seis
primeiro termos, logo n = 6.

Sg = = Sg = 36560 = 19680

g _m- (-1
Utilizando a férmula da soma dos termos de uma PG finita: ~n — q—1
C2-((—4)° - 1) ~2-(4096 — 1) 24095
SG— 11 :>56— iy :>56—_—5
8190

Portanto, a soma dos seis primeiros termos da PG, é -1 638.

ATIVIDADE 4

Em um torneio de ténis com sistema de eliminatéria simples, a cada fase, metade dos
competidores € eliminada, ou seja, em cada fase ocorre um numero de partidas igual
ao numero de competidores eliminados. Cada partida tem um vencedor, que avanca
para a proxima fase. Em cada fase, o numero de partidas é igual a quantidade de
competidores restantes dividida por 2. Assim, temos: 1° fase: 64 partidas (de 128
competidores), 27 fase: 32 partidas (de 64 competidores) e assim por diante, seguindo
uma PG, derazdo ,— _;.

Portanto, o numero total de partidas necessarias para definir o campedo é 127, e essa
soma é dada pela expressdao 64 +32+16+8+4+2 + 1

A alternativa correta é LETRA E.

17
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Sabemos que o paciente ingeriu Esio pela manhd e que a meia-vida de eliminacdo do
medicamento é de 1 hora. Isso significa que, a cada hora, a quantidade de medicamento
na corrente sanguinea é reduzida pela metade. Assim, passado 1 hora, restam 20 mg;
passados 2 horas, restam 10 mg; passados 3 horas, restam 5 mg, e assim por diante.

Esse padrdo de reducdo seguelz uma progressdao geomeétrica (PG) em que o primeiro

termoé20mgearazaoé q¢=g

2
Utilizando a féormula do termo geral da PG, teremos:
! DN Ly’ 20 = =20 _ 625
— .o — . — — . — A = - — _ =
anp =ay - q = ag = 20 <2) = ag = 20 (2) 6 39 39 )

A quantidade de medicagdo que permanecera na corrente sanguinea do paciente
passados 6 horas sera 0,625 mg. Portanto, a alternativa correta € LETRA D.

A sequéncia fornecida é uma progressao geométrica (PG) finita, onde o primeiro
termo q; = 1, arazdo g =2 e soma dos termos da PG, é 1 023.

Utilizando a férmula para a soma dos primeiros n termos de uma PG finita, teremos:

L (20 — 1)
21

1-(2" — 1)

1023 = = 1023 = =1023 =2"-1

1023 +1 = 2" = 1024 = 2" = 210 — 97

Considerando que as bases sdo iguais, teremos: n = 10. Portanto, a quantidade de
elementos da PG finita é 10.

A situacdo descrita é uma progressdo geométrica (PG) (8, 16, 32, ..., 512),onde (1=8,
(p =512 e arazdo é 2. Queremos saber o valor de n, logo utilizaremos o termo geral da

PG: .

512
an=a1-¢" ' =>512=8.2""1 = = ="l =64 =2""1= 20 =21

Considerando que as bases sdo iguais, teremos: n — 1 =6 =>n=6+1=7

Portanto, a alternativa correta é LETRA C.
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ATIVIDADE 8

A questdo descreve uma progressao geométrica (PG) infinita comrazao ¢ =5 = 0,5 e
primeiro termo a7 = 20, onde o objetivo é calcular o total de fichas distribuidas ao
visitante ap6s um numero infinito de giros.

Ao substituir os valores na férmula da soma de uma PG infinita, obtemos:

a1 20 20
1—g¢q 1-0,5 0,5

S:

Portanto, o valor total de fichas que o visitante recebera apdés um numero infinito de
giros € 40. A alternativa correta é a LETRA D.

ATIVIDADE 9

Para resolver essa questao, iremos utilizar a férmula da soma dos n primeiros termos da
PG, para calcular ovalorde @1
Sabemos que a PG, tem 10 termos, logo: n = 10, razdo g = 2, e asoma n =4092.

(g —1 (210 -1 (1024 -1
S Ul BN Y S C ) BN SR ) L 4092 = 41023
g1 21
w002 _
023 TN

Portanto, o primeiro termo da progressao geométrica é 4. A resposta correta € LETRA C.

a) Na 1% geracdo: Uma fémea do mosquito Aedes aegypti coloca 200 ovos. Metade dessas
crias serdo fémeas, entdo, teremos: 5 _ 200 _ 9
2

Dessas 100 fémeas, 30% nascerao infectadas com o virus da dengue. Portanto, o niumero

de fémeas infectadas sera: 30% de 100 — % 100 = 0,30 - 100 = 30

Entdo, o numero de fémeas infectadas na 2° geracao sera 30.

b) Formando a PG, a partirde @1 = 1,a2 =30 , teremos a raz&o da PG, g = 30. Portanto,

a sequéncia das quantidades de fémeas infectadas nas 5 primeiras geracdes é: (1, 30, 900, .
27 000, 810 000).

) Realizando a soma do numeros de fémeas nas 5 primeiras geragdes: .

Soma: 1+ 30+ 900+ 27000 + 810 000 = 837 931

1-(30° -1 1-(24300000—1 24299 999
—( ):>S5: ( ):>S5:

ou =
55 30 -1 29 29

= 837931
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elaborar
funcdes

EM13MAT305 Resolver e e Definir
problemas com
logaritmicas nos

Nao ha descritor
relacionado.

logaritmo como
operagdo matematica que
determina o expoente de uma

quais seja necessario
compreender e interpretar a
variacdo das  grandezas
envolvidas, em contextos
como os de abalos sismicos,
pH, radioatividade,
Matematica Financeira, entre
outros.

potenciacdo a partir da base e
da poténcia obtida.

Expressar a relacdo entre
potenciacdo e logaritmo de
numeros reais.

Resolver situac¢bes-problema
em que é necessario o calculo
de um logaritmo ou o uso de
propriedade(s) do logaritmo.
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~% Contextualizacao

A

Imagine que vocé mora em uma cidade tranquila, mas um dia ouve no noticiario
gue, na noite anterior, houve um terremoto de magnitude 3,8 na escala Richter na
sua regidao. Algumas pessoas comentam que sentiram uma leve vibracdo ou ouviram
um som estranho, enquanto outras ndao perceberam absolutamente nada. Pouco
depois, surge a noticia de que ha possibilidade de ocorrer outro tremor, mas dessa
vez de magnitude 7,6, o "dobro" do anterior.

O que vocé pensa sobre isso? Sera que, se o primeiro foi quase imperceptivel, o
proximo tera apenas o dobro da forca? Sera que significa que todos na cidade
sentirdo um leve tremor ou estamos falando de algo muito mais grave? Na verdade,
a escala Richter nao funciona de maneira simples como dobrar ou triplicar valores.
Ela € uma escala logaritmica, o que significa que cada aumento de uma unidade
representa um salto exponencial na energia liberada pelo terremoto. Nesse caso, um
tremor de magnitude 7,6 pode liberar milndes de vezes mais energia do que um de
3,8, 0 que torna suas consequéncias potencialmente devastadoras.

Antes de explorar como a matematica por tras disso funciona, vamos analisar um
exemplo mais simples. Imagine que vocé, em uma aula pratica de Biologia, esta em
um laboratério observando o crescimento de bactérias. Inicialmente, havia
exatamente 1 000 bactérias em uma cultura, mas, apds algumas horas, esse niumero
aumentou para 1 000 000. Vocé pode perceber que o numero final é muito maior,
mas como podemos quantificar exatamente quantas vezes o numero inicial cresceu?

Esse tipo de questdo nos leva ao conceito de logaritmo, uma ferramenta
matematica que nos ajuda a lidar com ndmeros que variam de forma exponencial. A
ideia dos logaritmos € essencial ndo apenas para medir a intensidade de terremotos,
mas também em outras areas importantes, como:
e Poténcia sonora: O nivel de som, medido em decibéis (dB), usa logaritmos para
quantificar variacdes enormes em intensidades sonoras.
e pH de soluc¢des quimicas: O pH mede a acidez ou a basicidade de uma solucao,
representando uma variacdo logaritmica da concentracao de ions hidrogénio.

Esses exemplos mostram que os logaritmos sdao fundamentais para compreender
fendbmenos complexos e interpreta-los de maneira pratica. Agora, vamos formalizar
esse conceito matematicamente.
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Conceitos e

m Conteudos
O

DEFINICAO

Sejam a,b €ER; , em quea#1.Se a® =>b, o expoente £ é chamado de
logaritmo de b na base a.
Representamos essa relacdo como:

log, b=z se, e somente se, a® =b

em que:

e = éo logaritmo;

e b éalogaritmando; e
e a éabase.

Observacao: Logaritmos de base 10 podem ser representados sem a numeracdo da
base, ou seja,

log,p b =logb

e Em 2° =32, 5¢é o logaritmo de 32 na base 2, ou seja, log, 32 = 5.

e Em 3* =81, 4¢éologaritmo de 81 na base 3, ou seja, log; 81 = 4.

e Em 10° = 1000, 3 é o logaritmo de 1000 na base 10, ou seja, log 1000 = 3.
e Em 7’ =1, 0¢éo0logaritmo de 1 nabase 7,ouseja, log_ 1= 0.

1 1
e« Em 77! = Iz -1 é o logaritmo de % na base 7, ou seja, log, - = —1.




PROPRIEDADES DECORRENTES DA DEFINICAO

19 propriedade: o logaritmo de 1 em qualquer base é igual a

Zero.
< log,1=0 >

log,l=z2a"=1ea*"=a’"=2=0

Justificativa

Exemplos
* log,1=0
° logﬁ 1=0

2° Propriedade: quando o logaritmando € igual a base, o logaritmo
é1.
< log,a =1 >

log,a=z<a"=as =1

Justificativa

Exemplos
° 10g25 25 — ].

e log . m=1

25
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39 propriedade: a poténcia de base a e exponente log, b

éiguala p
< alogab —b )
Justificativa

Por definicdo, log, b é igual ao expoente que quando aplicado a base a resulta

em b . Portanto, ql8.% — p.

Exemplos
° 210g27 —7
° 7_‘_log,r\/i — \/5

4° Propriedade: [ogaritmos de mesma base sdo iguais se, e somente
se, seus logaritmandos forem iguais.

<logab:10gac<:>b:c>

Justificativa
r — b
logabzlogac:x{ax Sb=c
a” = ¢
Exemplos

e log,b=10g,0,2=b=0,2
. logleog\/g@xzx/g
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PROPRIEDADES OPERATORIAS DO LOGARITMO

Logaritmo do produto
( log, (b-c) =log, b+ log,c )
Exemplos

e log,(3:-5)=1log,3+log,5

e log6=1og2-3=1og2+log3

Logaritmo do quociente
b
< log, — =log, b — log, c>
C
Exemplos
11

. 10g7 = log 11 — log 2

3
* log;0,3 = log, 0= log, 3 — log~ 10

27



PROPRIEDADES OPERATORIAS DO LOGARITMO

Logaritmo da poténcia

C log, b™ =m -log, b >

e log, 5°=3 log, 5

Exemplos

1 1
e logV3=1log(3)? = 5 -log 3

Logaritmo com poténcia na base

1
< log,nb=—-log, b >
n

1
3
* log 510 = log

Exemplos

o logssm= — -logym

110 = — -log,10 =1-2-log, 10 = 2 - log, 10

(2)

[\Dll—\l p—

Mudanca de base

Exemplos
log, 3
o log,3 = 084 [
log, 2 I
log, 8
e log8 =
°8 log, 10
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ESCALA RICHTER E LOGARITMO

7

A escala Richter é amplamente utilizada por sismélogos para medir e
comunicar a magnitude de terremotos. Essa magnitude é calculada com base
na razdo entre a intensidade do terremoto, representada por I, e uma
intensidade de referéncia, [, correspondente ao menor movimento sismico
detectavel por um sismoégrafo. Como os valores podem variar de milhares a
até bilhdes de vezes o valor de referéncia, utiliza-se o logaritmo da razao para
simplificar a leitura e a interpretacdo dos dados. Os valores da escala Richter
sao frequentemente arredondados ao décimo ou centésimo mais préximo,
garantindo uma apresentacdao mais pratica e precisa. A formula que define a

I
0

Escala de magnitude de terremotos

Moderado Forte

escala Richter é:

Muito forte

]
mero ool

@

Fonte: Brasil Escola

Um terremoto 9 na escala richter equivale a um tremor 1 000 000 000 (um
bilhdo) de vezes maior que a escala de referéncia, pois: -

1000000000 - k¢

K

log :log1000000000:log109:9-M1:9
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Exercicios
m Resolvidos
u

Exercicio 1

Utilizando as propriedades dos logaritmos, resolva:

a) log, 16
b) 9.log, V5
c log,8
d log;o, 10 000
e log:im
a) log,16=log,2' = 4. logs? —4.1—4
e 1 1 1 1 1
b) 9-logs V5 =9-logs(5)7 =9 7 -logs5=9 5'%5' =9-5-1=
1
. log,8  log, 23 3'M 3-1 3
C) 0g4 = = = = ) = —
log, 4 log, 22 2.1)%2*1 2-1 2
s 4 1 4
d) log;y 10000 = log;,2 10® = 3 logg =5 =2
1 1 1
e) log%ﬂzlogw_MT:logrmr:_—l- 1 e[y :_—1:—1
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Exercicio 2

Calcule os logaritmos sabendo que log2 ~ 0,301 ; log3 ~ 0,477 ;
logh ~ 0,699 e log7 ~ 0,845

a) log 105

b) log 108
o log V72

d) log2,4

a) log105 =1og(3-5-7) =log3 + logh + log 7
— 0,477 + 0,699 + 0, 845 = 2,021

b) log 108 = log (2% - 3°) = log2” +log3® = 2-log2 + 3 - log 3
—2.0,301 +3-0,477 = 0,602 + 1,431 = 2,033

€) log V72 = log v/ 23 - 32 = log( \/3) log2 + log v/3% = log 2 + log 3%

2 p
=log2 + 7 log3 = 0,301+ 5 - 0,477 = 0,301 + 0,318 = 0,619

24
d) log 2, 4_log1— log24—/0g/1’01 =log (2°-3) — 1 =1og2° +log3 — 1 B
—3.log2+log3 —1=3-0,301+ 0,477 — 1 = 0,903+ 0,477 —1=0,38 [
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Exercicio 3

Se a intensidade de um terremoto foi determinada como sendo 100 000 vezes

a intensidade de referéncia, qual é a leitura na escala Richter?

Sabendo que I = 100000 - Iy, temos:

M=l (")
= log | —
Iy

100 000. I,
M = log ]
0

=l (100 ;20.}{)

M = log(10°)

ou
log 105 =M

10M = 10°
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Material

Ve

LIVROS DIDATICOS

ESCALA RICHTER

Matematica em Contexto: fun¢do exponencial, fungao
logaritmica e sequéncia. (DANTE).

Capitulo 2: Funcdo logaritmica.
e Logaritmo. (p. 70 - 82)

Prisma Matematica: fungdes e progressdes.
(BONJORNO)

Capitulo 3: fungao logaritmica.
e Introducdo. (p. 86 - 98).

c Ampliando as discussdes sobre ESCALA RICHER

Prezada professora, prezado professor,

Na sala de estudo do site da OBMEP vocé encontra o
texto “Logaritmos x terremos”. O material possibilita
ampliar a discussdo que apresentamos no material e,
até mesmo, pensar numa proposta de trabalho
interdisciplinar. Nessa pagina, ha um video bem
didatico que aborda como funciona a escala Richter e
que pode ser utilizado em sala de aula num momento
oportuno de estudo desta semana ou das préximas,
guando continuaremos abordando sobre logaritmo.
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= Atividades

O logaritmo é uma operacdo matematica inversa a exponenciagdo. Em termos
simples, ele responde a pergunta: "A que poténcia devemos elevar um numero
(chamado de base) para obter um determinado valor?”

A expressdo de um logaritmo é geralmente escrita da seguinte forma: log,b=c
onde a e b sao numeros reais, coma >0, a # 1, e b > 0. Assim, quando dizemos que 0
logaritmo de b na base a € igual ao numero real ¢, podemos representar da forma:

a)a = b°
b)b=a°
c)c="b"
d)b=c"
e)e=a

Em cada caso a seguir, calcule o valor da poténcia e depois escreva o logaritmo
correspondente. Por exemplo: 3* = 81, entdo log; 81 =4 .

a) 2° d)3~!
b) 72 6) 7%
¢) 10° )52

ATIVIDADE 3

Usando a definicdo, calcule o valor de cada logaritmo.

a)logy 16 = f)log: 1 =
b)logs 27 = g)logs 8 =

¢) logs 125 = 1) logs (é) _
d) 10g161 000 = log 1000 = i) log10,01 =
e)log 10000 = 7) lOg% 32 =

34



f CONEXOES  maremaricas &
ATIVIDADE 4

Utilizando as defini¢cdes de logaritmos, determine em cada caso o valor de A.

a)A = logs 36 4 log, 4

b) A =1lo381 — logs 1 + log 100

Utilizando as consequéncias da definicdo de logaritmos, determine em cada caso os
valores desconhecidos de x.

a)logs x =4
b)log, 9 =2

o) logs = = logs (g)
d) 31932 — g

Calcule os logaritmos a seguir considerando log 2 ~ 0,30, log3 ~ 0,48 e logh ~ 0,70

a)log 15 = d) log (;) =
b)log 6 = e)log 1,5 =
c)log 32 = f)log 30 =
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Utilizando as propriedades operatérias dos logaritmos, determine o valor da
expressao A, em cada caso.

a) A =logh+ log200

b) A = log, 100 — logs 25

c)A=1og30+logT7—log21

d) A = log (0,5)° — log 100~*

ATIVIDADE 8

Considere que log2 = 0,30, log3 ~ 0,48 e logh ~ 0,70 , com aproximagdo de duas
casas decimais e usando a propriedade de mudanca de base, determine em cada caso
o valor do expoente x.

a)2* =3
b) 100° = 3
)2 =5
d)5° = 27
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ATIVIDADE 9

O pH do sangue dos seres humanos, em condi¢cbes normais, é 7,4 (levemente basico).
Algumas altera¢des, como certas doencas, podem modificar esse valor. Pode-se
calcular o pH do sangue pela equacdo de Henderson-Hasselbalch, dada por:

C

em que B representa a concentracao de bicarbonato, a substancia basica (ou alcalina),
em mmol/l, e C representa a concentra¢ao de acido carbdnico, a substancia acida, em
mmol/Il. Calculando o pH do sangue de uma pessoa cuja concentra¢ao de bicarbonato
é de 25 mmol/l e de acido carbdnico € 2 mmol/l, obtemos:

B
pH:6,1+log<—

Dados: [0g2 =~ 0,30 e logh = 0,70 (mmol/l significa milimol por litro.)

a) 6,5 mmol/I
b) 7,1 mmol/I
c) 7,2 mmol/l
d) 7,8 mmol/I
e) 18,6 mmol/I

Uma instituicdo financeira cobra juros de 10% ao més sobre o saldo devedor do cartao
de crédito, caso a fatura ndo seja paga até a data de vencimento. Um cliente que
deixou de pagar seu boleto, no valor de R$ 400,00, em um determinado més, sé
conseguiu quitar a divida meses depois, pagando R$ 640,00. Sabendo que a expressao
M =400 - (1, 1)t relaciona o montante M (valor total acumulado) com o tempo t de
atraso, em meses, o tempo necessario para que a divida atinja R$ 640,00, caso nao seja
paga, sera de: (Considere: log2 ~ 0, 30; log 1,6 ~ 0,20 e log 1,1~ 0,04 ),

a) 2 meses
b) 3 meses
c) 4 meses
d) 5 meses
e) 6 meses
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ATIVIDADE 01: B
ATIVIDADE 09: C
ATIVIDADE 10: D

RESOLUCAO PARA O(A) PROFESSOR(A)

A expressao completa de um logaritmo € geralmente escrita da seguinte forma:
log,b=c

Onde: a é a base do logaritmo (um numero real maior que 0 e diferente de 1); b € o

argumento do logaritmo (um numero real positivo), ¢ é o resultado ou valor do

logaritmo (um numero real que responde a pergunta "A que poténcia devemos elevar

a para obter b?”).

Portanto, dizemos que o logaritmo de b na base a é igual a ¢, o0 que significa que:

a® = b, ou seja, c é a poténcia a qual a base a deve ser elevada para resultar em b.

Resposta correta LETRA B.

Para cada item, apresentaremos o resultado de cada poténcia, juntamente com a
representacao do logaritmo correspondente a cada termo.

1 1

a) 23 =8 . logy8 =3 d)3—t = 3 logs (5) =-1
b) 7> =49 . logr49 =2 6)7%:27=ﬁ,-,zog7ﬁ:%
¢)10* = 1000 .. logip 1000 = 3 o 1 1y

f)5 =2 . logs 5 ) = 2

ATIVIDADE 3

Utilizando a defini¢do de logaritmos, teremos: -
a)log, 16 = 4 f)logz1 =0 B
) logy 27 = 3 0)loges = 1
c)logs 125 =3 h) logs <§> =-3
d) log1o 1000 = log 1000 = 3 i) 10g10 0,01 = —2
e)log 10000 = 4 7) log% 32=-5
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ATIVIDADE 4

Utilizando a definicdao de logaritmos, temos que o valor de A é:
a) A =1logs36 +logsd=2+1=3

b) A =1log381 —loga1+10og100 =4 —-0+2=06

Utilizando a definicdo e as consequéncias da defini¢do de logaritmo, teremos em cada
caso:

a)logsx =4, logo: 3* =2 < x =81

Lembre-se que pela definicdo de logaritmo,

- L2 _ _
b)log. 9 =2, logo: x —9&r=v9=3 neste caso, x>0 e x # 1, portanto x = 3.

2 2 . .
c)logs x = logs <§> ,logo: x = 3 Pois, pela propriedade: [og, b = log,c < b= c

d) 30932 — g logo : & = 2 Pois, pela propriedade: a,lOg“ b _ b

Utilizando as propriedades de logaritmos e considerando os valores de [og2 = 0, 30,
log3 ~ 0,48 e logb ~ 0,70 , teremos em cada caso:

a)log1b = log(3-5) =log3 +1logh =0,4840,70 = 1,18
b)log6 = log(2-3) =log2+log3=0,30+0,48 = 0,78
c)log32 =10g2° =5-log2="5-0,30=1,5

d) log ( > = log2 —1log3 =0,30—-0,48 = —0, 18
15
e)log1,5 = log (1—0> =1logl1l5—1logl0=1,18—1=0,18

f)log30 = log(2-3-5) =1log2+log3-+logh=0,30+0,48 + 0,70 = 1,48

Utilizaremos as propriedades operatoérias de logaritmos para resolver as questdes:

a) Logaritmo de um produto: A = log5 + log200 = A = log(5 - 200) = A = log 1000 = 3

b) Logaritmo de um quociente: A = log, 100 — logs 25 = A = log, (100) = A=log4=2 .

) Logaritmo de um produto e de um quociente: .

A =log30+log 7—log21 = A = log(30-7)—log21 = A = log (%) = A =log (%) = A=logld=1

d) Logaritmo de uma poténcia: A = log, (0,5)° — log 100™* = A = 6 - log, (0,5) — (—4) - log 100
A=6-(-1)+4-2=A=-6+8=2
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ATIVIDADE 8

Considerando a definicdo de logaritmo, a propriedade de mudanca de base, as
aproximacdes com duas casas decimais e os valores [log2 ~ 0,30, log3 ~ 0,48 e
logh =~ 0,70 , teremos os seguintes resultados em cada item:

a)2” =3 logo:log3 =1z = ﬁzzg = 8::3 ~ 1,6
b) 100° = 3 log0:1091003:x<:>x:%z%zo,ﬂl
c)2® =5 logo : logs b =x < x = ;Zg; = g:;g ~ 2,33
d) 5% =27 logo : logs 27T = < x = l;)ogg257 = lloogg?); = 3l‘ol;g3 = 30’07’818 = (1]:33 ~ 2,06

ATIVIDADE 9

Para calcular o pH do sangue, substituimos os valores conhecidos para B e C na
expressao Henderson-Hasselbalch:

B
pH = 6,1+ log (5> Onde: B =25 mmol/l; C=2 mmol/I

25 0 ,
pH = 6,1+ log (%) Agora, calculamos log (?) . Utilizando as propriedades
2 teremos:
H=6,14+11
p 6,141, log (§) = 1og 25 — log2 = logh* — log 2

2
pH =17,2mmol/l
2. 10g5 —log2 = 2-0,70 — 0,30 = 1,40 — 0,30 = 1,1

Portanto, o pH do sangue da pessoa é 7,2 mmol/l. Resposta correta é a LETRA C.

Sabemos que M = 640, entdo substituimos esse valor na equacdao com o objetivo de
determinar o valor de t (meses).
640

M =400-(1,1)" = 640 = 400 - (1,1)" = 100 = (1,1)' = 1,6 = (1,1)*

Agora, sabemos que 1,6 = (1,1)" equivalea log;1 1,6 =t .. t =log111,6.

Ao realizar a mudanca de base para a base 10 e considerando que
log1,6 ~ 0,20 e logl,1 ~ 0,04 , obtemos: .
logl,6 0,20 .

t=1 1,6 =t= = =
o911 S log1,1 0,04

Portanto, o tempo necessario para que a divida atinja R$ 640,00 é de 5 meses.
A resposta correta é LETRA D.
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