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EM13MAT403 - ¢ Construir tabelas de valores para fung¢des
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Utilizar funcado

relagdes, com ou sem
apoio de tecnologias
digitais, entre as
representacdes de
fungdes exponencial e

comportamento numérico de cada uma.
Resolver problemas envolvendo fungdes
logaritmicas em contextos como os de
abalos sismicos, pH, radioatividade,
Matematica Financeira, entre outros.

exponencial na
resolugdo  de
problemas.

logaritmica expressas e Comparar, com ou sem auxilio de
em tabelas e em plano software, gréficos de wuma funcdo
cartesiano, para exponencial e sua respectiva inversa
identificar as (funcdo logaritmica), expressando a

caracteristicas
fundamentais

relagdo entre potenciacdo e logaritmo de
numeros reais de mesma base.

(dominio, imagem, ¢ |dentificar e descrever os conceitos de
crescimento) de cada dominio, imagem e crescimento em
funcdo. fungdes exponenciais e logaritmicas.

Caro(a) Professor(a),

Informamos que, a partir da Quinzena 14, o Material Estruturado incluird todo o
conteddo relativo a esta quinzena, de modo a nédo haver mais duas capas e
sintetizar o contetido em um unico volume. Esperamos, assim, que essa mudanca
facilite o seu trabalho, planejamento e sua organizacdo em sala de aula.

Informamos, ainda, que o periodo de 22 a 26/09 serd destinado & preparacdo para a
3.% edi¢do da Avaliacdo de Monitoramento da Aprendizagem (AMA); por esse motivo, o
material foi reduzido.
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Contextualizacao

Naturalmente no estudo da fungdo exponencial e equagdo exponencial podemos
nos deparar com situa¢8es em que, aparentemente, ndo encontramos uma solucao
de forma simples, observe a equagdo abaixo:
2z+1 = 5®

Mesmo com o que vimos nas semanas anteriores, ndo conseguimos determinar uma
solugdo de forma simples para essa equagdo. Neste caso, precisamos de uma
ferramenta um pouco mais avangada para resolver esse tipo de problema: o
logaritmo!

Os logaritmos surgiram no século XVII, desenvolvidos principalmente por John
Napier e Jost Burgi, de forma independente e quase simultaneamente, com o intuito
de simplificar os calculos, ja que transformam multiplicacdes e divisdes em
operagOes mais simples de soma e subtracdo.

Com a evolugdo das ciéncias, os logaritmos ganharam a forma de funcdo e diversas
aplicagdes de extrema importancia na nossa vida. Vejamos algumas dessas
aplicagdes:

e a escala Richter, usada para mensurar a magnitude de um terremoto, relaciona a
energia liberada pelo terremoto e sua magnitude;

e a escala de pH, usada para medir a acidez ou alcalinidade de solu¢bes na
quimica;

e a intensidade sonora, em decibel, muito usada para analisar condi¢Bes de
trabalho em ambientes com muito barulho;

e arelagdo entre luminosidade e a profundidade em lago.

Nesta semana, nosso objeto de estudo sera o logaritmo, uma ferramenta
extremamente importante para o estudo do mundo natural e seus impactos na vida
humana.

Bons estudos!
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LOGARITMO

Dados os nimeros reais positivosa e b, com a # 1, se b = a°, entdo o expoente ¢ é
o valor do logaritmo do nimero b na base a. Podemos representar essa defini¢do

da seguinte forma:
logsb = c < a® = 0.

Por exemplo,

@ 094 =2, pois 22 = 4.
O (09,32 = 5, pois 2° = 32.
© 109327 = 3, pois 3* = 27.

O logs1 =0, pois 8 =1.
O 10g1010 =1, pois 10! = 10.

N7 2\’
010%4:—2, pois (5) = (I) =4,

, Se ndo houver um ndmero identificando a base, isso significa que a base ¢ 10. Chamamos
"~ esse logaritmo de logaritmo decimal. Veja abaixo:

1 ‘
logd,1 = —1, pois 107! = =01 logl00 =2, pois 10% = 100.

Sendo a, b, c e m nimeros reais, em que a, b e ¢ sdo positivos e a é diferente de 1, a
partir da definicdo de logaritmo acima podemos estabelecer as seguintes
propriedades:

loggl =0 logea =1 logqaa™ = m alogab -}
logz1 =0 logg9 =1 logyd® =3 I

0928 _
logl =0 loglo =1 logsh' =7 2 =38

logab™ = m - logab logab = logac < b =c¢

l0g3276=6~l0g327=6~3=18 logs9=logs(z+1) & 9=a+1 =28

b
loga (b - ¢) = logab + loggc logq <E) = logab — logac, ¢ # 0

1
log (0,001) = log <m)
= logl—log1000 = 0—3 = —3

logs (32 - 64) = loga32+l0go64
=5+6 =11



FUNCI\O LOGARITMICA
A funcdo logaritmica de base a, coma >0ea # 1, é afuncdo f : R} — R, tal que

f(z) = logar,
ou seja, a fungdo que associa a cada numero real positivo x ao nimero real logq.

De modo geral, temos que o dominio da fun¢do logaritmica dada por f(x) = log,x é
D(f) =R} e suaimagem é Im(f) =R.

Vejamos alguns exemplos da fungdo logaritmica e seus respectivos graficos:

® /(x) = logye

Vamos, inicialmente, construir a tabela de valores:

x f(x) = log,x
1 1

® 1 lm()=-2
1 1

®: lm()=-1

@1 log,1=0

® 2 log,2=1

® 4 log,4 =2

Assim, o grafico dessa funcdo é dado por:
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Um investidor aplicou um capital inicial de R$ 1 000,00 em um fundo de investimento
que rende juros compostos a uma taxa mensal de 2%. Se o montante final atingido
foi de R$ 1 268,24, qual foi o tempo, aproximado, de aplicagdo? AR

C
A) 10 meses ‘\14@‘@,}
B) 12 meses Utilize:
C) 15 meses ik
D) 18 meses log,,1,02 = 0,0086
E) 20 meses log,,1,26824 = 0,1033

17
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O pH de uma solugdo aquosa é definido pela funcdo logaritmica pH = —logy[H*] ,
onde [H*] representa a concentracdo de fons hidrogénio em mol/L. Se uma amostra
de suco de limdo tem um pH de 2, qual é a concentracdo de ions hidrogénio nessa
amostra?

A) 102 mol/L
B) 107 mol/L
C) 102 mol/L
D) 102 mol/L
E) 10" mol/L

ATIVIDADE 8

A funcio logaritmica K(x) = log,X é a inversa de uma funcdo exponencial m(x).
Qual é a expressdo correta para m(x)?

1 x
A m) = (g)
B) m(x) = 4*
Q) m(x) = x*

D) m(x) = logix
4

B) m(x) =log (x*)

ATIVIDADE 9

Considere a fungdo logaritmica f(x) = log,(x — 1) . Qual das seguintes alternativas
descreve corretamente o dominio, a imagem e o comportamento de crescimento
dessa fungao?

A) Dominio: (-, +); Imagem: (0, +«); Crescente em todo o dominio.
B) Dominio: (1, +=); Imagem: (-«, +=); Decrescente em todo o dominio.
C) Dominio: (==, =1); Imagem: (—«, +=); Crescente em todo o dominio.
D) Dominio: (1, +«); Imagem: (—«, +«); Crescente em todo o dominio.
E) Dominio: (-, 1); Imagem: (0, +=); Decrescente em todo o dominio.
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O flz)= log%x

Vamos, inicialmente, construir a tabela de valores:

x f(x) = logix
3
1 1
= lo (—):2
e g% 9,
1 1\ _
¢ 3 logs (5)_
e 1 loga1=10
3
® 3 loga3= -1
3
Assim, o grafico desta funcdo é dado por:
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Esses dois exemplos nos levam a seguinte propriedade da funcdo logaritmica:

Se a base for um nimero maior do que 1, a funcdo logaritmica é crescente,
enquanto que, se a base for um nimero maior do que 0 e menor do que 1, a
funcdo logaritmica é decrescente .




© f(z) = loga(v +3)

Observe que, diferentemente dos exemplos anteriores, queremos determinar o
logaritmo de x+3 na base 2. Neste caso, deve-se ter atencdo especial na definicdo do

dominio: D(f)={z€R/x+3>0}={z € R/fx > -3}

Desta forma, a funcdo esta definida para qualquer valor de x maior do que -3. Dessa
forma, podemos construir nossa tabela de valores:

x f(x) =log,(x + 3)

5 5 1
°-; log, (3 +3) =loga ;) = -1
® -2 log;(—2 +3) =log,1=0
® -1 log,(—1+3) =log,2=1
e ! logz(1+ 3) =log,4 =2

Assim, o grafico desta fun¢do é dado por:
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Apesar do dominio ser diferente das demais fun¢bes observadas anteriormente, o
conjunto imagem ndo se alterou: Im(f) =R.

ATIVIDADE 4

(UFSCAR/SP - Adaptada) A altura média do tronco de certa espécie de arvore,
destinada a producdo de madeira, evolui desde o plantio segundo o modelo
matematico:

h(t)=15+1log,(t+1)

onde h(t) é a altura do tronco (em metros) e t o tempo (em anos). Se uma dessas
arvores foi cortada ap6s 8 anos do momento da plantagdo, qual era a altura (em
metros) do tronco da drvore no momento do corte?

Dada a funcdo f(x) = log, x , determine a sua funcio inversa g(x). Em seguida,
represente graficamente, em seu caderno, ambas as fun¢des no mesmo plano
cartesiano. Quais caracteristicas vocé observa na relacdo entre esses dois graficos?

Um renomado sismélogo estd analisando dados de um recente tremor de terra
registrado por um sismégrafo localizado em uma area de intensa atividade tectdnica.
A magnitude M de um terremoto na escala Richter é dada pela fun¢do logaritmica:

onde:

¢ Arepresenta a amplitude maxima da onda sismica registrada (em milimetros).

e Ay é a amplitude de uma onda sismica padrdo de referéncia (considerada
102 milimetros).

Em um determinado dia, o sismoégrafo registrou um abalo sismico com uma
amplitude maxima de 100 milimetros. Nesse dia, a magnitude do terremoto foi de:

A)2
B)3
Q4
D)5
E)6

15
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= Atividades

Em cada caso, determine o valor de x que satisfaca a equacao:

A) log,625 = x
B) log,x =3
O log,216 =3

D) logix = -3
2

E) log (3x +1) =2

Dada a funcao logaritmica f(x) = 3 - logs(x — 1) 4+ 2, determine:
A) f(6)

B) f(26)

O)fx)=5

D) f(x) = 8

ATIVIDADE 3

(Cesgranrio - Adaptada) As indica¢des R; e R,, na escala Richter, de dois terremotos
ocorridos no Circulo de Fogo do Pacifico foram relacionados pela férmula:

M,
R, —R, =log (E)

Como nas medi¢des R, e R, apresentaram valores iguais a 8 e 6, respectivamente,
determine a razdo entre as ondas M; e M,, que medem a energia liberada pelos
terremotos sob a forma de ondas que se propagam pela crosta terrestre.

14
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RELACAO ENTRE O LOGARITMO E A EXPONENCIAL

Voltemos, brevemente a definicdo do logaritmo apresentada anteriormente:

Dados os nimeros reais positivosa e b, com a # 1, se b = a entdo o expoente ¢ é
o valor do logaritmo do niimero b na base a. Podemos representar essa defini¢do

da seguinte forma:
logsb=c< a®=0.

A partir dai, vocé pode notar que podemos representar a relagdo existente entre os
numeros de duas formas: a forma logaritmica e a forma exponencial. Veja abaixo:

@ el s )
Forma Logaritmica Forma Exponencial

log,b = c a=b
a : Base a : Base
b : Logaritmando b : Poténcia
¢ . Logaritmo C : Expoente

)

Essas duas formas de expressar a mesma relagdo nos conduz a estabelecer uma
relagdo entre as fung¢des logaritmica e exponencial.
Observe a tabela de valores abaixo:

x f(x) = log,x x g(x) =2%
L ()= -2 SR
% log, G) =-1 -1 27t =%

1 log,1=10 0 20 =1

2 log,2 =1 1 28 =2

4 log,4 =2 2 22=4

Note que o resultado da exponencial aplicada ao resultado da funcdo logaritmica
sempre retorna o valor inicial de x que escolhemos.
Podemos representar esta tabela pelo seguinte diagrama:
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Mas o que isso significa? Existe uma relagdo entre a funcdo exponencial e logaritmica
em que uma reverte o que a outra faz, ou seja, a exponencial faz um movimento

contrario ao movimento da logaritmica, e vice-versa. Neste caso, dizemos que a
fungdo logaritmica é a inversa da fungdo exponencial, e vice-versa.

pares no plano cartesiano. Observe a seguir:

relacionadas:
Como essas fungbes aparecem em pares, podemos representa-las, também, em

Observe abaixo alguns pares de fun¢des logaritmicas e exponenciais que estdo

13
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Exercicios
m Resolvidos

Exercicio 1. (adaptada de Assis e Miranda, 2021 b) Para se calcular a intensidade
luminosa L, medida em Lumens, a profundidade de x centimetros num determinado
lago, utiliza-se a lei de Beer-Lambert, dada pela seguinte férmula

l L\ _ 0,08
og 5)="% T.

Qual a intensidade luminosa L a uma profundidade de 12,5 cm?

Solugdo. A expressdo fornecida envolve as varidveis L e x, e é importante ndo
confundi-las. Dados que x=12,5 cm, devemos determinar o valor de L:

L L
log( =) =-0,0812,5=-1=—==10"'=0,1=L=0,1-15
15 15

1,5 Lumens.

Exercicio 2. O grafico da fun¢do

f(x) = logs(x +a)
esta representado ao lado. i 1 |

a) Determine a expressdo de f(x). il e

b) Determine a fungdo exponencial g(x) 3 — sz
que é inversa a funcao f(x). |

Solugao. ! 3 2 1

a) Note que o ponto (4, 1) € um ponto dof ,,,,, ,,,,,,, 1
grafico da fungdo logaritmica dada.

Assim: }"”'f””}””f"z
logs(44a) =1 ‘
Usando a defini¢cdo do logaritmo, temos

logs(4+a) =13 =d4+a & 3=44a < a=—1.

Portanto, f(z) = logs(z — 1).
b) Para obter a inversa devemos inverter as variaveis na fun¢ao dada e determinar y: .
f(z) = logs(z—1) = y = logs(z—1) = x = logs(y—1)
r=log3(y—1) = 3" =y—1 < 3"+l =y.
Portanto, a inversa da funcéo f dada é
g(x)=3"+1.

12
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Ao observar esses graficos é possivel notar uma caracteristica interessante: ambos
apresentam uma simetria em relacdo a reta y=x. Observe os mesmos dois graficos
anteriores com essa reta destacada:

A relagdo entre as fungdes exponencial e logaritmica é muito Util para a resolu¢do de
problemas, que serad nossa préxima secao.

Como Obter a Fun¢ao Inversa da Func¢do Logaritmica

Vamos obter a funcdo inversa da funcdo logaritmica f(z) = 2 - logs.
o Reescrever a fungdo da seguinte forma: y = 2 - logsx
e Inverter as variaveis x e y:
y=2-logsx = x=2-logsy
e Usar as propriedades do logaritmo para isolar y na ultima expressao:
x:2-log5y@g:log5y<:>y:5%

T
o A Ultima equacdo representa a fungdo inversa: g(x) =52




RESOLUCAO DE PROBLEMAS ENVOLVENDO A FUNCAO
LOGARITMICA

Para tratar dos problemas envolvendo a fun¢do logaritmica devemos ficar atento a
alguns detalhes:
D=0 =0 —
@cCompreender o Problema g o

Leia o problema com atencdo e identifique o que estd sendo pedido.
Identifique os valores conhecidos e desconhecidos.

@ Manipulagdo Algébrica

Dependendo do que for solicitado, pode ser necessario calcular o valor
numérico da fun¢do para um determinado valor da varidvel independente x ou
entdo determinar o valor da varidvel x, dado uma situacdo especifica. Em
ambos os casos devemos ter sempre em mente a defini¢do do logaritmo e suas
propriedades. )

AN

Vejamos a seguir algumas situag¢des envolvendo a fung¢do logaritmica:

0 Escala Richter (Assis e Miranda, 2021 a)

Terremotos sdo eventos naturais que ndo tém relacdo com eventos climaticos
extremos, mas podem ter consequéncias ambientais devastadoras, especialmente
quando seu epicentro ocorre no mar, provocando tsunamis. Uma das expressées
para se calcular a violéncia de um terremoto, na escala Richter, é:

2 E
lw—g'l()g(Eﬂ)

onde M é a magnitude do terremoto, E é a energia liberada (em joules) e E, = 1045
joules é a energia liberada por um pequeno terremoto usado como referéncia. Qual
foi a energia liberada pelo terremoto do Japdo de 11 de marco de 2011, que atingiu
magnitude 9 na escala Richter?

Note que a equacdo que fornece a magnitude do terremoto foi dada e sabemos qual
a magnitude do terremoto em questdo (M=9), devemos encontrar qual foi a energia
liberada por este terremoto (E). Substituindo os valores conhecidos na expressdo

fornecida no problema temos
2 E
=310 (550)

b
Usando que [ogq o) = logab — logac, obtemos

2

9= 3 (logE — 109104’5)

10
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Sabemos que logga’™ = m, entdo
9 =§- (logk —4,5)
Manipulando a expressdo, temos:
9= %-(logE —4,5) = % =logE—4,5 = g—l—ll, 5=logFE
= logE = 13,544,5 = 18 = E = 10'® joules

@ Juros Compostos (Assis e Miranda, 2021 a)

Um capital de 10 000 reais é aplicado a uma taxa anual de Dados
8%, com juros capitalizados anualmente. Qual a quantidade log2 = 0,3
minima de anos (inteiros) para que o montante seja maior 1053 _ O’ 8

que o dobro do capital inicial?

O montante é dado por

M(t) = 10000 - (1, 08)".
Como devemos determinar o tempo minimo para que o montante seja maior que o
dobro do capital inicial, devemos ter M(t) = 20 000. Substituindo tais valores na
expressao acima temos

20000
20000 = 10000-(1, 08)! = =

10000
Como logyb = logq,c < b = ¢, podemos aplicar o logaritmo de base 10 em ambos
os membros da relagdo acima, obtendo

2 = (1,08)! = log2 = log(1,08)! = log2 = t-logl, 03
Como sabemos apenas os valores de log 2 e log 3 e o logaritmo das potencias de 10,
devemos representar 1,08 na forma de uma fracdo decimal e escrever:
108 27-4 33.2°

1,08=—="—"=
’ 100 100 102

2=(1,08)!

Portanto, podemos calcular
3 22
102

log1,08 = log ( ) = log (33) +log (22> —log (102) = 3-log3+2:-log2—2

= 3.0,48+2:0,3—2 = 1,44+0,6—2 = 2,04—2 = 0,04

Logo,
l02—t10108:>03—t004:>1‘—0’3—30—7521110% .
g2 = t-logl, 3 =10, = g omo O

Como o tempo, em anos, deve ser um ndmero inteiro, serdo necessarios 8 anos para

que o montante supere 20 000 reais.
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