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MATEMATICA

FUNCAO SENO

DESCRITOR(ES) DO

HABILIDADE(S) EXPECTATIVA(S) DE APRENDIZAGEM

PAEBES

(EM13MAT306) Resolver e e Associar a um ponto P na circunferéncia D051_M Resolver

elaborar problemas em
contextos que envolvem
fenémenos periédicos
reais (ondas sonoras,

trigonométrica um triangulo retangulo definido
pelo ponto P, pela proje¢do do ponto P sobre o
eixo x, o ponto (0,0).

Calcular o seno do arco AP, considerando o

problema que envolva
razbes

trigonométricas  no
triangulo  retangulo

fases da lua, movimentos triangulo retangulo definido pelo ponto P, pela | (seno, cosseno,
ciclicos, entre outros) e projecdo do ponto P sobre o eixo y, o ponto (0,0). tangente).

comparar suas e Reconhecer que o seno de alfa pode ser definido

representacbes com as pela ordenada do ponto P. D126_M Identificar
fungdes seno e cosseno, e Determinar valores para o seno de angulos de 0°, | graficos de fung¢des
no plano cartesiano, com 90°, 180° 270° e 360°, bem como de arcos trigonométricas (seno,
ou sem apoio de congruos a eles. cosseno,  tangente)
aplicativos de dlgebra e e Determinar valores para o seno em todos os reconhecendo  suas
geometria. quadrantes, utilizando inclusive o processo de | propriedades.

reducdo ao primeiro quadrante.

¢ Analisar a fungdo seno, considerando o dominio, o
contradominio e a imagem.

e Analisar o grafico da fungdo seno, considerando o
periodo e a amplitude.

e Reconhecer que a fun¢do seno pode ser utilizada
para modelar fendmenos periédicos reais.

e Resolver problemas envolvendo a fun¢do seno.

Caro(a) Professor(a),

Informamos que, a partir da Quinzena 14, o Material Estruturado incluird todo o
conteudo relativo a esta quinzena, de modo a ndo haver mais duas capas e
sintetizar o contetido em um Unico volume. Esperamos, assim, que essa mudanca
facilite o seu trabalho, planejamento e sua organizacdo em sala de aula.




A@Contextualizagﬁo

Na quinzena anterior demos inicio ao estudo da trigonometria abordando sobre a
circunferéncia trigonométrica. Em outros rnomentos vocé ja estudou a trigonometria
no triangulo retangulo, bem como as leis dos senos e cossenos.

Ao considerarmos a circunferéncia trigonométrica, o seno pode ser entendido para
além do triangulo retangulo. Na lei dos senos, visto em materiais anteriores, o valor
do seno de um angulo era fornecido. A partir deste material vocé podera determinar
o valor do seno de qualquer angulo tendo como base as informagdes dos angulos de
0°a90°.

Veremos, também nesta quinzena, o seno como uma fungdo e isso ajudara a
descrever eventos periddicos do nosso dia a dia, como a variacdo da temperatura,

correntes elétricas, ciclos cardiacos e movimento das marés.

Bons estudos!

ATIVIDADE

: coNexoes MaTeM
&

Assinale a alternativa que representa a curva do grafico abaixo.

y
1

a) f(x) =1 —sen(x)
b) f(x) = —2 + sen(x)
Q) f(x) = 2-sen(x)
d) f(x) = — sen(x)

e) f(x) = —1 —sen(x)

ISIEE

Fonte: lezzi (2013)
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(Enem 2015) Um técnico precisa consertar o termostato do aparelho de ar-
condicionado de um escritério, que esta desregulado. A temperatura T, em graus
Celsius, no escritério, varia de acordo com a fun¢do
T(h) = A+ B -sen | (h - 12)]
sendo h o tempo, medido em horas, a partir da meia-noite e A e B os parametros
que o técnico precisa regular. Os funcionarios do escritério pediram que a
temperatura maxima fosse 26°C, a minima 18°C, e que durante a tarde a
temperatura fosse menor do que durante a manha.

Quais devem ser os valores de A e de B para que o pedido dos funciondrios seja
atendido?

a)A=18eB=8

b)A=22eB=-4

c)A=22eB=4

d)A=26eB=-8

e)A=26eB=8

ATIVIDADE 8

Observe o grafico:

Yi
24
11 T
2 _
0 z 7 2w X
—14 2
_2..

Fonte: lezzi (2013)

A funcdo trigonométrica que o representa é:
a) f(x) = 1+ sen(x)

b) f(x) = 2 + sen(x)

c) f(x) = 2-sen(x)

d) f(x) = sen(2x)

e) f(x) = sen(x + 2)

18
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Conceitos e

m Conteados
] O SENO NO TRIANGULO RETANGULO

Considere um triangulo retangulo ABC como na figura abaixo:

C

b a

ALl AN\ p
A C D

Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri

0 seno de um angulo ¢ a razdo entre a medida do cateto oposto a ele e a medida

da hipotenusa, ou seja,
cateto oposto b
sen(a) = — = —.
hipotenusa a

Vejamos um exemplo:

~

/Um pequeno avido decola em uma planicie, a partir de um ponto D, fazendo um
angulo de 30° com a horizontal, seguindo uma trajetéria retilinea. O avido possui
uma velocidade constante durante o momento da decolagem de 5 km por minuto.
A que altura o avido se encontra apés 4 minutos da decolagem?

Como o avido segue uma trajetoria retilinea a uma velocidade de 5 km por minuto,
ele percorreu 20 km nos 4 minutos considerados, sob um angulo de 30° com a
horizontal e desejamos determinar a altura em que ele se encontra.
Inicialmente é necessario criar uma representacdo deste problema:

A

E sen(30°) :%

fh cos(30°) = ?

i Y

| tg(30°) = =5
D 0B

Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri
Em relacdo ao angulo D temos a medida da hipotenusa e desejamos determinar a
medida do cateto oposto, que representa a altura do avido em relacdo ao solo
Portanto, usaremos o seno:
h 1 h 20

Vejamos, a partir de agora, como usar a circunferéncia trigonométrica para
determinar o seno de um angulo.




O SENO NA CIRCUNFERENCIA TRIGONOMETRICA

Considere um numero real qualquer e seja P sua imagem no ciclo trigonométrico. A
partir desse ponto é possivel definir um triangulo retdngulo OPPy, onde P; é a
projecdo de P sobre o eixo horizontal. O &ngulo O mede x e OP é um raio, logo sua

medida é 1.

Como visto anteriormente, sen(x) é a razdo entre o cateto oposto, PP;, e a
hipotenusa OP, assim, sen(x) é a medida do cateto PP;.

Podemos fazer a projecdo de PP, no eixo vertical, obtendo o segmento OP’, cujo
comprimento mede sen(x). Desta forma, concluimos que a ordenada de P’
representa o seno de Xx.

Este processo pode ser observado nas imagens abaixo:

7~

>
S
>

Vv

AR

Determina-se P,
imagem de x.

Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri

OPP;. PP, que pode ser de x.

visto em OP’.

Para cada numero x existe uma Unica imagem P e cada imagem P tem um unico
valor para sen(x). Observe abaixo a representacdo do seno de alguns valores.
1seno

Pseno

g
X = g

=

o

7]

v

©

=

[

2

o

[

k-

°

S

£ i

= x —

3 =—

= 4

L

[=}

o

o

e

©

s

o

Qo

©

w

A parir de P defini-se O seno de x é a a ordenada de P’
o triangulo retangulo medida do cateto representa o seno

ATIVIDADE

Dada a funcdo f:R — R definida por f(x) = 2-sen(x) + 1, determine:
A)x=0rad

B)x=mrad - Para essa tarefa utilizaremos
@ apenas o dominio 0 a 21 rad.

Q) f(x)= 2

D) f(x) = - 1

Determine os valores de maximo e minimo da funcdo ¥ = 3-sen(x) — 2 .

Construa num mesmo plano cartesiano, os graficos das fun¢des abaixo.
12
e f(x) =1+ sen(x) @

e g(x) =2-sen(x)
e h(x) = —2 + sen(x) I
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PROPRIEDADES

e Se x é do primeiro ou do segundo quadrante, entdo sen(x) é positivo.
e Se x é do terceiro ou do quarto quadrante, entdo sen(x) é negativo.

. - - e O maior valor assumido pelo seno é 1 e o menor valor assumido é -1.
. IVI a e S As propriedades podem ser observadas nas imagens da pagina anterior.
e Se X percorre o primeiro ou o quarto quadrante, entdo sen(x) é crescente.
Observe abaixo o exemplo para o 1° quadrante:

Qual é o valor de sen 330°?

(" 1° quadrante )
15€eno 1seno pNseno
N ——eR
Qual é o valor de sen 37 2 1
4 ) P
r Y
ATIVIDADE 3
Preencha o quadro abaixo com todas as informac&es solicitadas.

_ \ Elaborado por Ma:rl‘cio de Oliveira Celeri B /
e - e Se x percorre o segundo ou o terceiro quadrante, entdo sen(x) é decrescente.
3o - Observe abaixo o exemplo para o 3° quadrante:
450 —
600 ) (3 quadrante h

1seno 1rseno 1seno
90° — —
1200
135
150° > >
A A
180° o
210°
225°
| Rt

240 K Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri /
270° — fseno

2000 O sinal do seno pode ser representado,
3150 esquematicamente, da seguinte forma:
+ +
330°
aw _ \ J | =

Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri

16
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0o 000

Alguns valores de seno ja sdo de nosso conhecimento, vamos relembrar:

™ _ V2
o (3) =%

3 )

11

\0 >= | \0 |
—1 =1

x= 37
2
S—

-1

Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri

v
®
Q
S
~—
0|
~—
Il
-

Dado um valor qualquer pertencente do 2° ao 4° quadrante, é possivel determinar
um valor do 1° quadrante que possua seno com a mesma magnitude do valor
requerido. Chamamos esse processo de redugdo ao primeiro quadrante. Vejamos
como proceder em cada caso:

2° Quadrante

(/V 11

=
Dado um valor 3

pertencente ao segundo
\_ quadrante.

Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri

£

—1
Calcula-se a diferenga entre

nep (x-p).

—1
Marca-se, no primeiro quadrante o

valor o = m - B. Assim,

sen (B) = sen (m — B) Y,

Material

Extra

ONeX0eS  marem

$e 200
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Exercicio 2. (UFPR 2011 - Adaptada) Suponha que a expressao P = 100 + 20 - sen(2wt)
descreve de maneira aproximada a pressdo sanguinea P, em milimetros de mercurio
(mmHg), de uma certa pessoa durante um teste. Nessa expressao, t representa o
tempo em segundos. A pressdo oscila entre 20 milimetros de mercdrio acima e
abaixo dos 100 milimetros de mercurio, indicando que a pressdo sanguinea da
pessoa é 120 por 80. Como essa fun¢do tem um periodo de 1 segundo, o coragdo da
pessoa bate 60 vezes por minuto durante o teste.
a) Dé o valor da pressdo sanguinea dessa pessoa em t=0s e t=2,75s.
b) Em que momento, durante o primeiro segundo, a pressdo sanguinea atingiu seu
minimo?
Solugao:
a)
Deve-se substituir o valor de t na fun¢do dada por 0 e por 2,75

e t=0s

P =100+ 20 - sen(27 - 0) = 100 + 20 - sen(0) = 100 + 20 - 0 = 100 mmHg.
o t=2,75s
P =100+ 20 - sen(2m - 2,75) = 100 + 20 - sen(5, 5).

Note que 5,5z ndo pertence a primeira volta da circunferéncia trigonométrica, no
entanto,

5,572=2n+27x+1,5x.
Ou seja, 557 é congruo a 1,5z, que pertence a primeira volta da circunferéncia
trigonométrica. Dai,

P =100+ 20 - sen(1,5m) = 100 + 20 - sen (ﬁi> =100 +20- (—1) =100 — 20 = 80 mmHg.

2
157 3
'{ LOTE Ty Ty
b) 12 forma

Como desejamos encontrar 0 momento em que a pressdao é minima, devemos

™ )
recordar que o seno assume seu menor valor em > + 2km, k € Z, assim,

3 3 4 2%r 3 2%k 3
b=y dkmmt=2 =2 P S 0,75+ kkEZ
2 27 4 2T 4

Portanto, a pressdo é minima em 0,75 s, 1,75 s, 2,75 s, 3,75 s ..., como desejamos o
valor minimo da pressdo no primeiro segundo, nossa resposta é 0,75 s.

2° forma
No item anterior vimos que a pressdao atinge seu valor minimo em 2,75 s. O
enunciado do problema fornece que o periodo dessa funcdo é de 1 s, entdo a cada 1
segundo a pressdo atinge seu valor minimo. Portanto, nos seguintes instantes a
fungdo atinge o valor minimo:

..0,75s,1,755s,2,755s,3,755,4,75 s, ...
Desejamos determinar o momento, no primeiro segundo que a fung¢do atinge o valor
minimo, assim, a resposta do problema é 0,75 s.

14

Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri

Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri
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3° Quadrante

6T ?

sen(3)

—— \
Prs 3

sen(3) sen(3)

,_/

L —

Dado um valor
pertencente ao terceiro

Calcula-se a diferenga entre

Ben (B-mn).

Marca-se, no primeiro quadrante o
valor o = [ - m. Assim,

g quadrante. sen (B) = —sen (B —m) J

4° Quadrante

Calcula-se a diferenga entre Marca-se, no primeiro quadrante

2nef (2n-P).

Dado um valor

pertencente ao quarto o valor a = 21 - . Assim,

\_ quadrante. sen(f) = —sen(2r—f8) )

Nos 3° e 4° quadrante, o seno é negativo, entdo, quando fazemos a redugdo ao
primeiro quadrante é importante se atentar ao sinal, pois os valores serdo
negativos.

Desta forma, conhecendo os valores do seno dos angulos associados ao primeiro
quadrante, é possivel determinar o valor do seno de qualquer angulo.

57 Tm _1lmw
Vamos calcular o senode: —,— e — ™
66 6 >
4
Primeiramente, vamos determinar as imagens = 1
f . L S
destes valores no ciclo trigonométrico: 3 5r
© J—
g o
5
Lt S
" 0 *d
3 7 117
5 6 6
o
S S
g
5 i
3
w 2
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Para cada um destes valores faremos a reduc¢do ao primeiro quadrante:

™ ™

2 2

N "N

1

_ 5w _
c 5
g 6/ 3
i = g
57 0 >0 5
3 ™ 3
o 6 6 kel
= =
5 Im 117 s
© — 6 ©
= 6 =
o [s}
Q. Q.
o =1 )
2 B
5 3r 5
| D ]
w 2 o

Desta forma, obtemos:

sen n
omo , tlemaos,

(
sen (

Caso seja de interesse calcular o seno de valores menores do que 0 ou superiores a
21, devemos primeiro fazer sua identificacdo na primeira volta da circunferéncia
trigonométrica, como visto na quinzena anterior.

17,

Por exemplo, vamos determinar o valor do seno de 27 e -

Note que a imagem de 2m coincide com a imagem de 0 na circunferéncia
1lr 8w+ 3m 3
1= I =.

trigonométrica e g

=27
Portanto,

sen{2m) = sen(0) =0 ¢ sen (-]%> — son (%Tﬂ) =sen(F) = g

Como pode ser observado na figura a seguir:

3 ~ . 3
CONSXOeS  mareMgricas $
L

Exercicios
Resolvidos

. . ~ - : 5 gl 3
Exercicio 1. Determine a representacdo grafica da seguinte funcdo f(z) = Esen(m)'

a I N ] by ]
] N SO, YRS ——— 2

Solugao: Note que a fun¢do dada possui apenas uma alteracdo em relacdo a funcdo
original, com b=1,5. Neste caso a imagem da fun¢do passa a ser I=[-1,5; 1,5].
Portanto, o grafico desta fun¢do esta representado na alternativa b.

13
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(Adaptada de UFAM - 2010) O Encontro das Aguas é um fendmeno que acontece na
confluéncia entre o rio Negro, de 4gua negra, e o rio Solimdes, de agua barrenta. E
uma das principais atragdes turisticas da cidade de Manaus.

As aguas dos dois rios correm lado a lado sem se misturar por uma extensdo de
mais de 6 km. Esse fendmeno acontece em decorréncia da diferenca de temperatura
e densidade dessas aguas, além da diferenca de velocidade das correntezas.

Uma equipe de pesquisadores da UFAM mediu a temperatura da agua no Encontro
das Aguas durante dois dias, em intervalos de 1 hora. A medicdo comecou a ser feita
as 2 horas do primeiro dia (t=0) e terminou 48 horas depois (t=48). Os dados
resultaram na funcdo

37 T
=24 =4 =
(@t +836n( 2 + 12t>,
onde t indica o tempo (em horas) e f(t) a temperatura (em °C) no instante t.
Determine a imagem e periodo desta funcdo e em qual momento do dia a

temperatura observada foi maxima.

Podemos identificar as constantes apresentadas anteriormente:

f(t) = 24 + 8sen (I + It) ,
a b

Desta forma, podemos obter algumas informacdes:
e Imagem:
I=1[a—b,a+b =[24—8,24+8] =[16,32].
Assim, a temperatura maxima observada foi de 32°C e a minima é de 16°C.

¢ Periodo:
27 27
p=—=—F= 2
¢ 12
Logo, a cada 24h (a cada dia) as temperaturas observadas se repetem.

¢ Instante de temperatura maxima:

2
22 -0
-

, s
E importante observar que a fun¢do seno alcanga seu maximo quando z = > + 2km,

C ™
com k inteiro, isto é, o argumento do seno deve ser — ou qualquer volta completa a
2

partir dele:
37r+7rt—7r+2k:>7rt—7r 37r+2k—727r+2k— + 2k
2 "12° 7 2 T 1T 2 =79 TS T AT
—r+ 2k 12 12
t= T (g okn) - 2 = (14 2k) —
ﬁ m Vs

t =12(—1+ 2k) = —12 + 24k

Dai, t pode ser qualquer valor do conjunto {..., -36, -12, 12, 36, 60, ..}. Como o
intervalo foi de Oh a 48h, a temperatura de 32°C foi observada as 14h (t=12, refere-se
as 14h do primeiro dia e t=36 refere-se as 14h do segundo dia).

12
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Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri

|
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Entdo, podemos ampliar nossa tabela de valores de seno:

L T T 71' 5T ™ 3 11w 9 117w
T 0 — — — —_ _ s — - —_— v _
6 4 3 2 6 6 2 6 4
1 5 V3 1 1 1 NG
sen(z) 0 5 % % 1 5 0 -3 1 -3 0 5

A FUNGCAO SENO

Chamamos de funcdo seno a fungdo que associa cada valor real x ao valor de seu

seno, isto é,
f(z) = sen(z).

17

ﬁodas as propriedades vistas anteriormente para o seno valem para
. a funcdo seno.

Wy

De posse dos valores de seno, podemos construir o grafico da fung¢do seno,
chamado senoide:

yp

V3
- [ S 9
2
___________ o !
v2_ - L I
2 1h---- e LT °
2 P f i n 3 11
| v I | 6 2 6 2w
T T ™ 5m ™ H | j x
6 4 3 2 5 ' ! !
_l | 1 I
S D -: ---------- °
1
1
1
L fmm mminm i i i e e i i i S e *

Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri
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Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri

O dominio da funcdo seno é R. No grafico
acima mostramos apenas um periodo da
funcdo seno, isto é, a partir de 2t o mesmo
desenho se repete e, para valores menores do
gue zero 0 mesmo ocorre.
Vejamos algumas propriedade da fungdo seno:

o Dominio de f(x)=sen(x) é R; def.

e Imagem de f(x)=sen(x) é I=[-1,1]; Visualmgnte, o gréafico de uma

e Periodo de f(x)=sen(x) & p=2r; funcdo periodo apresenta um curva

e Amplitude de f(x)=sen(x) é 2 (comprimento que se repete, como se fosse um

S 2 mmriy )
Uma funcdo f é periddica se existir
um ndmero p>0 satisfazendo
f(x+p)=f(x)
para todo x no dominio da fungdo.
O menor valor de p que satisfaz a
condi¢do acima é chamado periodo

. “carimbo”.
da imagem). @

O valor maximo da funcdo seno ocorre

™ . , T §
quando z = 0l + 2km, k € 7, isto é, em 3 '
ou qualquer volta completa a partir deste
ponto. O valor minimo é observado em Periodo

Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri J

m:?’?ﬂ+2k7r,kEZ.

De forma geral, sendo a, b, c e d nimeros reais, a funcdo seno pode apresentar a
seguinte forma:
f(z) =a+0b-sen(cx+d).
Vejamos o efeito de cada uma destas constantes na funcdo:
e a: translada o grafico em a unidade na vertical. Se a>0, o deslocamento é para
cima, se a<0, o deslocamento é para baixo;
e b: afeta a amplitude da fungdo. Caso a=0, a fun¢do possui imagem igual a I=[-b,b],
se a#0, a imagem é I=[a-b,a+b];

- ~ 2
e c: afeta o periodo da fun¢do, que passa de p = 2r parap = 777;
. d . .
e d: em conjunto com ¢, provoca o deslocamento de - unidades horizontalmente.

Observe, a seguir, como fica o grafico da funcdo f(x)=sen(x) através das mudancas

discutidas anteriormente. 10

T

XX

Funcdo original ~y

#(@) = sen(a)

i

Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri

-1

f(:c) =1+ sen(z f(z) = 2sen(zx)
% 3 Y
©
g
2
5
o 1
:
=
2
S 52 N
= X 7
iz s :

A

O grafico foi deslocado em 1 unidade para
cima, o periodo continua sendo p=2m e a
imagem é 1=[0,2].

O gréfico sofre uma mudanca na amplitude p»
interferindo na imagem, que passa a ser -2
1=[-2,2]. O periodo é p=2m.

| f(z) = sen(2z)

1,y Ty
1 1

Uk

A
O grafico sofre deslocamento de %para a direita. .

Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri

|
=

Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri
Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri

O grafico sofre apenas uma mudanca no

perioH, qUR passa 8 ser p=TT. Nem imagem e nem o periodo sdo alterados.

Na proxima pagina apresentamos um estudo da fun¢do seno aplicada a um
problema de forma a incrementar a discussao feita até aqui.

1



