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MATEMATICA

FUNCAO COSSENO

DESCRITOR(ES) DO

HABILIDADE(S) PAEBES

EXPECTATIVA(S) DE APRENDIZAGEM

(EM13MAT306) Resolver e Associar a um ponto P na circunferéncia D051_M Resolver
e elaborar problemas trigonométrica um tridngulo retangulo definido | problema que envolva
em  contextos  que pelo ponto P, pela projecdo do ponto P sobre o eixo | razées trigonométricas
envolvem  fenémenos x, 0 ponto (0,0). no triangulo retangulo
periédicos reais (ondas e Calcular o cosseno do arco AP, considerando o (seno, cosseno,
sonoras, fases da lua, triangulo retangulo definido pelo ponto P, pela tangente).

movimentos ciclicos, projecdo do ponto P sobre o eixo X, o ponto (0,0).

entre outros) e e Reconhecer que o cosseno de alfa pode ser D126_M Identificar
comparar suas definido pela abscissa do ponto P. graficos de fungdes
representacdes com as e Determinar valores para o cosseno de angulos de | trigonométricas (seno,

fung¢bes seno e cossenao,
no plano cartesiano,
com ou sem apoio de
aplicativos de algebra e
geometria.

0°, 90°, 180° 270° e 360°, bem como de arcos
cdngruos a eles.

Determinar valores para o cosseno em todos os
quadrantes, utilizando inclusive o processo de
reducdo ao primeiro quadrante.

cosseno, tangente)
reconhecendo suas
propriedades.

e Analisar a fung¢do cosseno, considerando o
dominio, o contradominio e a imagem.

e Analisar o grafico da fun¢do cosseno, considerando
o periodo e a amplitude.

e Reconhecer que a fun¢do cosseno pode ser
utilizada para modelar fendmenos periédicos reais.

e Resolver problemas envolvendo a fungdo cosseno.

Caro(a) Professor(a),

Informamos que, a partir da Quinzena 14, o Material Estruturado incluird todo o
contetdo relativo a esta quinzena, de modo a ndo haver mais duas capas e
sintetizar o contetido em um tnico volume. Esperamos, assim, que essa mudanca
facilite o seu trabalho, planejamento e sua organizacdo em sala de aula.




C t t l' b~ ATIVIDAD =D
) 0 n ex ll a I za ga o Construa o grafico da fungdo f(x) = —1 — cos(x)

Seguindo o estudo das fungdes trigonométricas, este material abordard sobre a
funcdo cosseno.

Assim como a fung¢do seno, estudada na quinzena anterior, a fun¢do cosseno nos
ajuda a compreender fendmenos naturais peridédicos. Neste material daremos um
enfoque especial para o fendmeno das marés.

Se vocé ja visitou o litoral, deve ter notado que em determinados momentos do dia a
agua do mar avanca sobre a praia; j& em outros momentos, a agua do mar recua.
Isso ocorre pois a for¢a gravitacional da lua e do sol, junto com o movimento de
rotacdo da terra, faz com que a agua do mar sofra um deslocamento vertical,
aumentando ou diminuindo a profundidade da agua em um determinado ponto.

Veremos que o movimento das marés, na cidade de Vitoria, pode ser descrito por
uma fungdo cosseno. Além disso, estudaremos que as fun¢des seno e cosseno estdo
relacionadas por uma propriedade.

ATIVIDADE
Bons estudos!

Uma maquina industrial opera 24 horas por dia, realizando ciclos de aquecimento e
resfriamento para processar pegas. A fungdo que melhor modela a temperatura
interna de um de seus componentes cruciais (em graus Celsius) é:

Y Para essa tarefa utilizaremos
@ apenas o dominio 0 a 2t rad.

w
T(h) = 10+ cos (5 -h) + 20
Sabendo que h é o nimero de horas decorridas desde o inicio do ciclo de 24 horas
da maquina (h = 0 representa o inicio do ciclo), determine:
a) A temperatura do componente no inicio do ciclo.

b) Qual é a temperatura do componente exatamente 12 horas ap6s o inicio do ciclo?

4
Determine o valor de a na funcdo f(x) = a + 4 - cos(x) para que f(?) =-7.
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Associe as fungdes a seguir a sua respectiva curva no grafico:

f(x) =1+ cos(x)

g(x) = =2 + cos(x)

h(x) = 2 — cos(x) Grafico 1
y
4 T 3T
2 T 2 21
0
2o
BT
Grafico 2
AY
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O O COSSENO NO TRIANGULO RETANGULO

Considere um triangulo retangulo ABC como na figura abaixo:

C

b a

ALl AN\ p
A C D

Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri
O cosseno de um angulo a é a razdo entre a medida do cateto adjacente a ele e a
medida da hipotenusa, ou seja,
cateto adjacente c
cos(a) = ———— = —.
hipotenusa a
Vejamos um exemplo:

/Um engenheiro precisa fixar um cabo de sustentacdo partindo do solo até o topo\
de um prédio. A extremidade fixa do cabo no solo se encontra a 15 m do prédio.
Sabendo que o cabo estd completamente esticado e forma com o solo um angulo
de 60°, qual o comprimento minimo do cabo a ser utilizado pelo engenheiro?
Inicialmente é necessario criar uma representacdo deste problema:

C
sen(60°) = g
X
cos(60°) = %
9(60°) = V3
al 60\ B
A 15m

Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri
Em relacdo ao angulo B temos o cateto adjacente e desejamos determinar a
hipotenusa, portanto, usaremos o cosseno:

15 1 15
cos(60°):—:>—=?:>:v:15-2=30 m.

. z 2 J
Vejamos, a partir de agora, como usar a circunferéncia trigonométrica para
determinar o cosseno de um angulo.




O COSSENO NA CIRCUNFERENCIA TRIGONOMETRICA

Considere um numero real qualquer e seja P sua imagem no ciclo trigonométrico. A
partir desse ponto é possivel definir um triangulo retdngulo OPPy, onde P; é a
projecdo de P sobre o eixo horizontal. O angulo O mede x e OP é um raio, logo sua

medida é 1.

Como visto anteriormente, cos(x) € a razdo entre o cateto adjacente, OP;, e a
hipotenusa OP, assim, cos(x) é a medida do cateto OP;.

Desta forma, concluimos que a abscissa de P; representa o cosseno de x.

Esse processo pode ser observado nas imagens abaixo:

~

N
O,
T

~2

\-J
v
x
<
W

AR

I

1
X =
jv 1™ /

A parir de P defini-se O cosseno de x é a a abscissa de P;
o triangulo retangulo medida do cateto representa o cosseno
OPP;. OP;. de x.

Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri

Determina-se P,
imagem de x.

Para cada nimero x existe uma Unica imagem P e cada imagem P tem um Unico
valor para cos(x). Observe abaixo a representagdo do cosseno de alguns valores.

5
?

o

a3

v
x
Il

y
x
Il
a]:
9

AL

Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri
t -
5
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11w
Se cos—— = 0,57, determine o valor de cos— .
36 36

ATIVIDADE

Apbés a administracdo intravenosa de um determinado medicamento, a
concentracdo desse medicamento na corrente sanguinea de um paciente, em
miligramas por litro (mg/L), pode ser modelada por uma func¢do trigonométrica do
tempo. Em vez de um modelo simples de decaimento exponencial, para alguns
medicamentos, a absor¢do e eliminacdo podem seguir um padrdo oscilatério no
inicio, devido a complexos processos metabdlicos e de distribuicdo no corpo.
Considere que a concentracdo C(t) do medicamento na corrente sanguinea, em
mg/L, em fun¢do do tempo t, em horas, é dada por:

4

Qual a concentracdo de medicamento na corrente sanguinea apo6s 2 horas da
administracao?

C(t)=5+ 3(1 —cosn—t)

Considerando a fungdo f(x) = 2 + cos(x)

a) Que tipo de valores pode o angulo x assumir? Existem restri¢des para os angulos?
b) Qual é o seu dominio?

¢) Qual é o seu contradominio?

d) Quais sdo os valores de maximo e de minimo que essa fun¢do pode atingir? Em
que angulos esses valores ocorrem?

e) Qual é o conjunto imagem dessa func¢ao?

Sendo y =3 —2-cos(x) responda:
a) O que o numero "- 2" faz com o grafico e a imagem da funcdo cos(x) original?
b) O que o numero "+ 3" faz com o grafico e a imagem da fungdo cos(x) original?

) Qual é o conjunto imagem dessa fun¢do? Expresse-o na forma de intervalo.

17
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Preencha o quadro abaixo com todas as informacdes solicitadas.

0°
30°
45°
60°
90°
120°
135
150°
180°
210°
225°
240°
270°
300°
315°

330°

360°

Dado um arco x no ciclo trigonométrico, e

valor de cos (x).

sabendo que sen (x) = 0,8, encontre o

16

PROPRIEDADES

e Se x é do primeiro ou do quarto quadrante, entdo cos(x) € positivo.

e Se x é do segundo ou do terceiro quadrante, entdo cos(x) é negativo.

e O maior valor assumido pelo cosseno é 1 e o menor valor assumido é -1.
As propriedades podem ser observadas nas imagens da pagina anterior.

3 = . $
s CONEXOes  maremaricas $
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e Se x percorre o primeiro ou o segundo quadrantes, entdo cos(x) é decrescente.
Observe abaixo o exemplo para o 1° quadrante:

("1° quadrante A
"~ "N ”~ R
= -, ) ,
Q j&sseno v/&sseno OJCOSSeno
e’ "—
\ Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri J
e Se x percorre o terceiro ou o0 quarto quadrantes, entdo cos(x) é crescente.

Observe abaixo o exemplo para o 3° quadrante:

~

(30 quadrante

N
}—.

A

S

S

S

1,

N

LI

o
\ |

>
Jcosseno

) 0 cosseno B 0 cosseno o)
P 1 !
Q |
L— —
\ Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri
4
O sinal do seno pode ser representado,

esquematicamente, da seguinte forma:

S .

Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri

e
c’osseno
Y,
|_—
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Alguns valores de cosseno ja sdo de nosso conhecimento, vamos relembrar:

cos (%) = ? cos (%) = g cos (g) = % Mater“al
Observe, abaixo, a determinagdo de mais alguns valores de seno: EXtra
™
z=0 ) T = 0} . &= .
\ | N>]’ AW
S Y
r=—— N

~

NN
SRS

Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri

Dado um valor qualquer pertencente do 2° ao 4° quadrante, é possivel determinar
um valor do 1° quadrante que possua cosseno com a mesma magnitude do valor
requerido. Chamamos esse processo de redugdo ao primeiro quadrante. Vejamos
como proceder em cada caso:

2° Quadrante

/ "N ">
B .
i T—p —
- ] Ll 1, B
cos(3) 0 ’ ” .
Dado um valor 8 Calcula-se a diferenca entre  Marca-se, no primeiro quadrante o .
pertencente ao segundo nef (n-p). valor o = 1 - B. Assim,
\_ quadrante. cos (B) = —cos (m — B) Y,

Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri
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Exercicio 2. (ENEM 2010) Um satélite de telecomunica¢des, t minutos apos ter
atingido sua 6rbita, estd a r quildometros de distancia do centro da Terra. Quando r
assume seus valores maximo e minimo, diz-se que o satélite atingiu o apogeu e o
perigeu, respectivamente. Suponha que, para esse satélite, o valor de r em func¢do de t

seja dado por
5 865

"= 15515, c0s(0, 06t)
Um cientista monitora o movimento desse satélite para controlar o seu afastamento
do centro da Terra. Para isso, ele precisa calcular a soma dos valores de r, no apogeu e
no perigeu, representada por S.
O cientista deveria concluir que, periodicamente, S atinge o valor de

a) 12765 km b) 12 000 km c) 11730 km

d) 10 965 km e) 5865 km

Solugao: Devemos determinar o valor maximo e minimo de r. Observe que o
minimo é atingido quando cos(0,06t) = -1 e 0 maximo quando cos(0,06t) = 1, assim:
_ 5 865 + 5 865 _ 5 865 + 5 865 :5865+5865
1+0,15-(—1)  140,15-1 1-0,15 ' 1+0,15 0,85 ' 1,15
S =6 900+5 100 =12 000 km

Assim, a alternativa correta é a alternativa b.

Exercicio 3. O grafico ao lado corresponde a
uma fung¢do da forma

f(z) =m-cos(n-z), m,necR.
E correto afirmar que m e n valem,
respectivamente,

a)05e3 d)3e3
b)0,5e2 e)3e0,5
c)2e?2

Solugdo: Note que o periodo dessa fungdo é 41 e sua imagem é I=[-3,3]. Além disso,
o valor de m altera a imagem da fung¢do e n altera o periodo da funcdo. Dai, tiramos
que a funcdo foi multiplicada por 3, logo m=3.

Analisando o periodo, obtemos:

2 2 2 1
p:_ﬂ- :}47r:—1:>n:—7r :—:0,5.
n n 47 2

Portanto, a alternativa correta é a alternativa e.

CONeX0es wmare
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3° Quadrante

/ L
—.
—15 1
o '
B

-

Dado um valor

cos(B — )

Calcula-se a diferenca entre  Marca-se, no primeiro quadrante o

Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri

Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri

pertencente ao terceiro Ben (B-mn). valor o = [ - m. Assim,
\ quadrante. cos (B) = —cos (B—) J
4° Quadrante
( ~ "N N \
. —
a=2r—f3
-1 cos() 1. —1 cos(8) |1, -1 cos(@); |1
” T 27

=1

\ i i’ 0| cos(2w —3)
— ﬁ ——

Calcula-se a diferenca entre

2nef (2n-P).

Dado um valor Marca-se, no primeiro quadrante

pertencente ao quarto o valor a = 21 - . Assim,

\_ quadrante. cos (B) = cos (2 — B) J

Nos 2° e 3° quadrante, o cosseno é negativo, entdo, quando fazemos a redugdo
ao primeiro quadrante é importante se atentar ao sinal, pois os valores serdo
negativos.

Dessa forma, conhecendo os valores do cosseno dos angulos associados ao primeiro
quadrante, é possivel determinar o valor do cosseno de qualquer angulo.

2w 4 T
Vamos calcular o cosseno de: 27, 47 e 57 5
3° 3 3 ) o K
Primeiramente, vamos determinar as imagens § 3,
desses valores no ciclo trigonométrico: °
[
=
5
L) —-1 1‘
o7 0 >0
5
©
=
g
S Am e 57
g 3 3n 3
i 2




Para cada um destes valores faremos a reduc¢do ao primeiro quadrante:
™ ™

2 2

271' N N
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Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri

Dessa forma, obtemos:

CcoSs |
omo , temaos,

Caso seja de interesse calcular o cosseno de valores menores do que 0 ou superiores

Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri

a 2m, devemos primeiro fazer sua identificagdo na primeira volta da circunferéncia

trigonométrica, como visto na quinzena 18.

43

Por exemplo, vamos determinar o valor do cosseno de 2me -

Note que a imagem de 2m coincide com a imagem de 0 na circunferéncia

trigonométrica e 4%” - W = 6m+ 161
)

T
6

Portanto, cos(27) =cos(0) =1 e cos <43T7r) = cos (—) = —cos (1) =——.

Como pode ser observado na figura a seguir:

conexoes MaTeM
&

Exercicios
Resolvidos

Exercicio 1. Determine a representacdo grafica da seguinte funcdo f(z) =1+ 2cos(z).

3
a) 25

Solugao: Note que a funcdo dada possui uma alteracdo na imagem em relagdo a
fungdo original, com a=1 e b=2. Neste caso a imagem da func¢do passa a ser 1=[1-2,
1+2]=[-1,3]. As alternativas que contemplam esta imagem sdo d ou e. Agora, note
que f(0) =1+2cos(0) =1+2-1=3.

Assim, o gréfico desta funcdo estd representado na alternativa d.

13
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Vejamos agora uma situagdo envolvendo aplica¢des da fungdo cosseno:

As marés sdo fendmenos ciclicos de elevacdo e abaixamento das
aguas do mar. Esse fendbmeno afeta navegac¢des, ecossistemas
maritimos, pesca e, também, as atividades turisticas e praticas de
esportes nauticos. A tabua de marés é um site que monitora o
nivel das marés ao redor do mundo. As informac¢8es podem ser
acessadas pelo link ao lado.

Tabua de Marés

Pelas informacgdes fornecidas no site, o nivel da maré no municipio de vitéria, no dia
13 de julho de 2025, pode ser, aproximadamente, descrito pela seguinte funcao:

2
M =0,75+ 0,55 - cos (%t— %)

onde M é nivel da Maré, em metros, e t é o tempo, em horas, contado a partir de Oh.

Como o evento é ciclico, podemos determinar seu periodo:
2 6
i

—2—7T =2mr-— =12 h.
™

p=—=3
¢ 6
Assim, aproximadamente, a cada 12h o nivel da maré se repete.

Como o cosseno assume o valor maximo 1 e minimo -1, é possivel notar que a maré
alta alcangou 0,75 + 0,55 = 1,3 m de altura, enquanto a maré baixa alcancou
0,75 - 0,55 = 0,2 m de altura. Portanto, a amplitude foi de 1,1m e a imagem dessa
funcdo é 1=10,2; 1,3].

Agora, vamos determinar em qual(is) horario(s) do dia (de Oh a 24h) a maré alcangou
1,3 m de altura, ou seja, quando aconteceu a maré alta. Note que o nivel maximo é
alcancado quando o cosseno atinge seu maximo, assim,

T 2™ ogobre = 2 okt = S (2 Lokr) —a 12k ke
6 3 6 3 m\ 3
Ou seja, a maré alta ocorre as 4h e as 16h, no periodo de 1 dia. De forma similar, é

possivel observar que a maré baixa ocorre as 10h e as 22h.

O grafico abaixo ilustra a variagdo da Maré, de acordo com a fun¢do apresentada:

MNivel da Maré (m)

Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri

>
22 Tempo (h)
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Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri

Entdo, podemos ampliar nossa tabela de valores de cosseno:

T 7l' T T 2 4T 3r 57 9
z 0 — — — — = ™ — = — ™
6 4 3 2 3 3 2 3
Vi 3 1 1 1 1
1 Yo v2o o 0 —-= -1 —= o = 1
cos(z) 5 5 5 3 3 3

A FUNCAO COSSENO

Chamamos de fun¢do cosseno a fun¢do que associa cada valor real x ao valor de seu

C0SSeno, isso &,
f(z) = cos(z).

(Todas as propriedades vistas anteriormente para o cosseno valem
\

17, para a fungdo cosseno.

Wy

De posse dos valores de cosseno, podemos construir o grafico da fungdo cosseno:

¢

ISR
— o '\’"‘\ /
i
1
1
;
-0

Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri
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Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri

O dominio da fun¢do cosseno é R, no grafico acima mostramos apenas um periodo
da fung¢do cosseno, isso &, a partir de 2Tt o mesmo desenho se repete e, para valores
menores do que zero 0 mesmo ocorre.
Vejamos algumas propriedade da fungdo cosseno:

e Dominio de f(x)=cos(x) éR;

¢ Imagem de f(x)=cos(x) é I=[-1,1];

¢ Periodo de f(x)=cos(x) é p=21;

e Amplitude de f(x)=cos(x) é 2 (comprimento da imagem).
O valor méaximo da fungdo cosseno ocorre quando x = 0 4 2kw = 2km, k € Z, isso
é, em 0 ou qualquer volta completa a partir deste ponto. O valor minimo é

observadoem x = w + 2km, k € Z.
De forma geral, sendo a, b, c e d nimeros reais, a fungdo cosseno pode apresentar a
seguinte forma:
f(z) =a+0b-cos(cx+d).
Vejamos o efeito de cada uma dessas constantes na func¢do:
e a: translada o grafico em a unidade na vertical. Se a>0, o deslocamento é para
cima; se a<0, o deslocamento é para baixo;
¢ b: afeta a amplitude da fungdo. Caso a=0, a fun¢do possui imagem igual a I=[-b,b],
se a#0, a imagem é I=[a-b,a+b];

e c: afeta o periodo da fungdo, que passa de p = 27 parap = 2_77;
C

. d . .
e d: em conjunto com ¢, provoca o deslocamento de —— unidades horizontalmente.
[+

Observe, a seguir, como o grafico da funcdo f(x)=cos(x) através das mudancas
discutidas anteriormente.

Vocé deve ter notado até aqui que as fun¢des seno e cosseno se comportam de forma
similar: isso ndo ocorre por acaso. Uma relagdo interessante entre essas funcdes é

sen(z) = cos (g — a:) e cos(z) = sen (% — m)

Ou seja, apesar de serem funcdes distintas, apresentam uma relagdo onde uma
pode ser obtida a partir da outra.

10
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Fungao original Y4

f(z) = cos(z)

T
2

Taborado por Mauricio de Oliveira Celeri

-1
3
f(x) =1+ cos(z) f(z) = = - cos(z)
N 2
K AZN
3 A l/v
o
g
=2
Ol
kY] =
Rl g
2 3
g g
3 3
= N
é_ ™ 27 x g
g N 2 o °
g I ™ 3 27 x §
9 5 5 ]
& 2 2 H
A 8
ZE . . . o
O gréfico foi deslocado em 1 unidade para cima, o 15 B
periodo continua sendo p=2m e a imagem é I1=[0,2]. |’ S
©
o
A

O gréfico sofre uma mudanca na amplitude,

interferindo na imagem, que passa aserJ = [7

O periodo é p=2m.

f(z) = cos(2z)

f(z) = cos(xz —m)

]

-1

Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri

3

XN

Ny

XN

A

O gréfico sofre apenas uma mudanca

periodo, que passa a ser p=Tt.

no

O gréfico sofre deslocamento de 7 para a direita.

Nem imagem e nem o periodo sdo alterados.

Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri
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