Sip
&N
(]
o
=
£
3
%

GOVERNO DO ESTADO
DO ESPIRITO SANTO




GOVERNO DO ESTADO
DO ESPIRITO SANTO

Secretaria da Educagdo

Governador
JOSE RENATO CASAGRANDE

Secretario de Estado da Educacgao
VITOR AMORIM DE ANGELO

Subsecretaria da Educacao Basica e Profissional
ANDREA GUZZO PEREIRA

Gerente de Curriculo da Educacao Basica
ALEIDE CRISTINA DE CAMARGO

Subgerente de Desenvolvimento Curricular da Educacao Basica
MARCOS VALERIO GUIMARAES

Subgerente de Educacao Ambiental
ALDETE MARIA XAVIER

2026



Coordenador-geral das Rotinas Pedagégicas Escolares
MARCOS VALERIO GUIMARAES

Coordenadores do componente curricular
GABRIEL LUIZ SANTOS KACHEL
LAIANA MENEGUELLI
RAYANE SALVIANO DE OLIVEIRA SILVA
WELLINGTON ROSA DE AZEVEDO
WILLIAM MANTOVANI

Validadores das Rotinas Pedagoégicas Escolares
JESSICA MONTEIRO FALQUETTO
THIAGO CEZAR DE PADUA ROSA
ORGANDI MONGIN ROVETTA
CARLOS EDUARDO MORAES PIRES

Professores bolsistas responsaveis pela elaboracao das Rotinas Pedagégicas Escolares

5° ano EF
FRANCIELY GOMES FAVERO FERREIRA
PAULA AVAREZ CABANEZ
SILVANA COCCO DALVI

6° ano EF
KARLA SOUTO DE AMORIM
MAYARA DOS SANTOS ZANARDI

7° ano EF
DAVI MARCIO BERMUDES LINO
HELIONARDO THOMAZ ALVES LOURENCO

8° ano EF
NAFTALY CRISTAL FELIX
FABIANA BUENO

9° ano EF
AMECKSON DE SOUZA FERREIRA
LILIAN CRISTINA RODRIGUES SARMENTO

12 série EM
ANATIELLI LEILIANE PEREIRA SANTANA
FABRICIO OLIVEIRA SOUZA

22 série EM
HAROLDO CABRAL MAYA
SEBASTIAO ALMEIDA MOTA

32 série EM
HIGOR SOARES MAJONI
MAURICIO DE OLIVEIRA CELERI



i*‘“
Sumdrio & &

CAPITULO 1 - Potenciacdo, Fung¢ido Exponencial e Progressio
Geométrica

APFESENTACAOD .eouviiiiieeriieesite st e st e et e sbeesbee s bt esbeessbtessbeesssteessteessbesssseessseessseesaseesaseesans 06
Potenciacdo com expoentes inteiros € raCionNais ......cceeveereeerieeeniieenieeenireesireesreenane 08
FUNCE0 @XPONENCIAL ..ciiiiiiiiieie ettt 17
Analise grafica da fungao eXponencial ......cocveevieeciievieereceeeeeee e 29
Aplicacdes de funNgOes EXPONENCIAIS ...vvvveeriierieirieeniereeree et sae e seesaesaees 41
NY=To [UL=] o (ol I= LSOO OO OO OURR TR RPN 53
Progressan SEOMELIICA w.uuvivierireeieriestente sttt st e st ste et s e st e ssesbeesaesbesstebesseensenaens 54
Progressao geomeétrica e fungao exponencial .......cceecveevveevieeceeseeseeseeseesee e 57
Soma dos termMos de UM PG ..ottt s 66
Retomando 0 QUE aPreNdEMIOS ......cocuevieriieriieriiesireesieesieeriee e esteesteesieesasesssesanesasessnens 80
REFEIENCIAS .ttt ettt ettt e be e saeesbeesaeesaaesaaen 81

CAPITULO 2 - Logaritmo e Func¢éo Logaritmica

APIESENTACAD ..vvieeiiiieiiiiee ettt ettt e e bt e e s bt e e snbt e e ssteessabaeesasbeeesanbeeesrbeessaraaenans 84
Definica0 de 10ZAritiMO ....civiirieieeiesie s st s st 86
Propriedades decorrentes da defiNiCa0 .....ocevvervieeiieenieeneereeeceeeeee e 86
Propriedades operatorias do [08aritMo .....ccccevveeiiviecieceeceeee e 88
Escala Richter @ I0ZaritMO ...cccueeiieiiiicececeeeee e et s 90
Definicdo de funCao 10ZaritiMiCa ....ovcvevieriieiieiececeeeee e e 98
Comportamento grafico da fungao 10garitmica ........ccceeveevereevienenieneneesereeens 98
Caracteristicas comuns a toda fungao [0garitmica ......ccccevevvvevenievieneeeneeieee 101
Analise grafica da funcao logaritmica crescente ......ccveveeveevieevieeneeseeseesee e 111
Analise grafica da funcdo logaritmica decrescente .......ccccvcevceerieeveeneeneeneeneeenn, 112
FUNCA0 dO tiPO 10ZArTtMICA ..eovieriieiiriicteceeee e 112
O conceito de fUNGA0 INVEISA ..cccuiivieeriiirieenieenitesitesite sttt ettt st et sbe e 126
A funcao logaritmica como inversa da funcao exponencial .......cccceeveevvercvernennen. 129
Retomando 0 QUE aPreNdEMIOS ......ccveeierieeieeie et ere e esaeesteesreesteesreeseeesssesaaesseesseas 139
REFEIENCIAS .veveeieeteeteee ettt sttt st sae e b s e b nae e 140

SEDU




Escolares

Matemdgtica

GOVERNO DO ESTADO
DO ESPIRITO SANTO

Secretaria da Educagdo

SEDU 2026

apitulo 1: Potenaagao, Funcao

onencial e Progressao

- -




Prezado(a) estudante,

Vocé ja parou para pensar sobre como o numero de seguidores em uma rede social
pode crescer tao rapido? Ou por que certos fendmenos da natureza, como o
crescimento de bactérias ou a desintegracdo de substancias radioativas, parecem
ocorrer em ritmo acelerado?

Essas situacdes tém algo em comum: todas envolvem crescimento ou decrescimento
exponenciais — temas que estdo diretamente ligados a potenciacdo, as funcbes
exponenciais e as progressdes geomeétricas. Neste capitulo, vocé vai explorar essas
ideias, entendendo como elas se conectam e como ajudam a descrever e interpretar

diferentes fendbmenos do mundo real.

O que vocé vai estudar neste capitulo

Vocé comecgara revisando e ampliando seus conhecimentos sobre potenciagdo,
aprendendo a trabalhar com expoentes inteiros e racionais e reconhecendo o papel
da base e do expoente no resultado de uma poténcia.

Em seguida, estudara a funcdo exponencial, compreendendo como ela é definida,
como se comporta e como € representada graficamente. Vai perceber como
mudancas na base ou em outros parametros alteram o formato da curva e como
essas fun¢bes aparecem em situa¢des como crescimento populacional, juros

compostos ou decaimento radioativo.

Por fim, conhecerda as Progressbes Geométricas (PGs), que sdo sequéncias
numéricas em que cada termo é obtido multiplicando o termo anterior por um
numero constante. Aprenderemos a identificar regularidades, deduzir o termo geral,
calcular a soma dos termos e resolver problemas contextualizados. Vocé também vai
perceber que ha uma estreita relacao entre a PG e a funcao exponencial — ambas
envolvem um crescimento ou decrescimento multiplicativo.
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Expectativas de aprendizagem

Ao final dos estudos propostos por este capitulo, espera-se que vocé seja capaz de:

Q Efetuar potenciacdo com expoentes inteiros e racionais;

Q Identificar e definir a funcdo exponencial e suas caracteristicas;

Q Construir e interpretar graficos de func¢des exponenciais, analisando seus
parametros;

Q Modelar e resolver problemas envolvendo crescimento ou decrescimento

exponencial;

Q Determinar o termo geral e a soma dos termos de uma PG;

Q Relacionar PGs e funcdes exponenciais, reconhecendo suas semelhancas.

Ao concluir este capitulo, vocé sera convidado(a) a retomar essas expectativas e
refletir sobre o que aprendeu. Essa autoavaliacdo ajudara vocé a perceber o quanto
evoluiu e o que pode aprimorar.

SEDU




Concei Conteudos & -

POTENCIACAO COM EXPOENTES INTEIROS E RACIONAIS

Definicoes

Defini¢do 1: Seja 70 um ndmero natural e @ um ndmero real. Chama-se de
A . n .

poténcia de base @@ e expoente 77, onumero @ , que é produto de 7, fatores

iguaisa @ , ou seja:

T

(1L :g.&.ﬂ. ...%
Il VeZes
Exemplos:

e 18=1-1-1-1-1-1-1-1=1

o 2°=2:2+2:2+2=32

. (=5)=(=5)-(-5)=25

. (4= (4 (~4) (~4) = 64
3\3 3\ (3\ (3 333 27

s G =0 BEara

e (=0,5)2 = (—0,5) - (—0,5) = 0,25

Definicdo 2: Caso q # 0 ,entdo a° =

Exemplos:

e 1°=1

e (-3)°=1

e 10000000° =1

e (0,000000018)° =1
e (M°=1

SEDU




Definigcdo 3: Caso o0 expoente seja negativo, temos que

Exemplos:

[ ] [ ]
T Fam
~1 | |

' w
w “-'I"

I =
—_— |
= —_—

w |

I gl

S—
—_ L
= | ~1

Il

|

[

S—r

|

| =

j

|

O | =

D065

-4 _ (1 T T, T, YT ) e
¢ 05)*=(;) =2*=2-2-2-2=16
e = =52=5.5=25
5—2
1
. (a+b)‘1—(aib) =$ (Contanto que a + b # 0)
= vocg |
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ae \ SABIA? O corpo humano abriga trilhdes de bactérias. Estima-se que o
' *—\rj numero de bactérias no intestino humano seja em torno de

1,3 x 10° , um numero extremamente grande, que fica mais
acessivel e gerenciavel usando notacao cientifica.

Definig¢do 4: Sejom 11, e T, numeros inteiros positivos, temos que

a " _ a™ (contanto que a > 0, caso n seja par)

Exemplos:

e 162 =161 = Y16 =4 (pois 4 x 4 = 16)
42 =B =64=8 (pois 8 x 8 = 64)

973 = V272 = Y729 =9  (pois 9 x 9 x 9 = 729)

0,008 = /0,008 = 0,008 = 0,2  (pois 0,2 x 0,2 x 0,2 =0, 008)

e 57 =V50=yI=1 (pois I x1x1x1x1x1x1=1)
S(3VF o/ (30) 36 6

9) 49 J49 7
e 169%5 = 1692 = V169!

SEDU
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[ vocE
ﬁ' SABIA? 1 Ao dobrar uma folha de papel ao meio, a espessura aumenta
'ﬁ_\r_J exponencialmente. Depois de 10 dobras, a espessura seria 29 — 1024
vezes maior que a original. Para uma folha de papel com 1 milimetro de

espessura, isso resultaria em 1 mm 31024 = 1024 mm, ou seja, mais de 1
metro de altura.

Propriedades

Sejam a, b, m e n nUmeros reais. Temos as seguintes propriedades:

Propriedade 1:
(a-b)™ =ag™ - b™
Exemplos:
e (2:3)*=12%.3*=16:81=1296

o (2%)5=2"x" =32x"
Propriedade 2:

ax"™t gt
Z — b_m (Contanto que b # 0)

Exemplos:
(3)4 3* 81

® - = — = —
2 24 16

. (2x)3 (e 2% 8w®
- = — =

53 g3 125

Propriedade 3:

am . an — am+n
Exemplos:
o 23.24 —203)+(4) — 23+4 — 27 — 128
e 95974 =g*+-H — g5t —gl_g

SEDU 10
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Propriedade 4:

(@™)" = g™m™
Exemplos:
® (32)0 - 3(2)-(0} =30 =1

. (4= 4@ o ge ()T oL

Propriedade 5:
a™ m-n
——i= a (Contanto que a # 0)
Exemplos:
24 . »
] ;:2(4) (3)=24 3:21=2

33_;2 — 3(-2)-(4) — 3-2-4 — 3-6 — (3)5 $ o

Exercice lesoividos lc <

EXERCICIO 1. Pedro comecou guardando R$2,00 em seu pote de dinheiro para

emergéncias e decidiu dobrar o valor acumulado no pote todos os dias nos
proximos 7 dias. Quantos reais Pedro tera juntado ap0s esse periodo?

SOLUGAO. Perceba que, no primeiro dia, Pedro dobra o valor inicial de R$2,00, o que
pode ser representado como:

2 x 2 =922

No segundo dia, o valor acumulado no pote sera novamente dobrado, resultando
em: )
Px g=2"" =9°

Seguindo esse padrdo, a cada dia o valor acumulado é multiplicado por 2, ou seja, a
poténcia do 2 aumenta em 1. No sétimo dia, apdés dobrar o valor
acumulado no sexto dia, teremos:

28 — 256

Portanto, Pedro tera R$256,00 no pote ao final de 7 dias.

1"
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EXERCICIO 2. Um grupo de 100 pessoas se reuniu para formar um boldo da Mega-

Sena e ganhou um prémio total de R$10.000.000,00 (dez milh&es de reais). O valor
sera dividido igualmente entre os participantes. Utilize as propriedades da
potencia¢do para calcular quanto cada pessoa recebera.

SOLUCAO. O prémio total é 10.000.000, que pode ser escrito como
10000000 = 107
O numero de participantes no boldo é 100, que pode ser escrito como
100 = 102

Para saber quanto cada um ganhou, basta dividirmos o prémio pelo nimero de
participantes do boldo, ou seja

107 7—2 5

Portanto, cada participante recebera R$100.000,00.

Atividades  «

Numa garagem ha 4 automoveis, em cada automével ha 4 rodas, e em cada roda ha

4 parafusos.

a) Determine a quantidade total de parafusos de todas as rodas desses automaoveis.

b) Represente a quantidade total de parafusos de todas as rodas desses automaéveis
como sendo o produto de n fatores iguais de a, utilizando a definicdo de

potenciagao.

SEDU
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ATIVIDADE 2

Calcule o valor numérico de:

a) 9% = g (—2) =
b) 53 — h) (—3)° =
04t = i) 6% =
d)2° = j) 8 =

e) (—7)? = k) —26 —
N (—4)° = ) 132 =

ATIVIDADE 3

Calcule o valor numérico de:

a1 3: g (2,4)% =
() (2,4)

>
b) <%)4 = h (1,2)" =

9 (0,3)% = ) (%)2 _
9 (3,5) = ) (%)5 -
o (1_70>0 _ 0(17,1)? =
) (%)4 _ ) (0,4) =

SEDU
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ATIVIDADE 4

Calcule o valor numérico de:

2
-3 __ — —
a) 47° = g)<5)
5 -2
b) 1072 = hy [ = —
(%)
1 -3
Q5 4= iy (=) =
: (5)
-3
d)37° = ) <Z) _
6
&) (—4) 7 = K (0,3) 7% =
f (—2)7° = ) (1,5) % =

ATIVIDADE 5

Calcule o valor numérico de:

1
1 1\°?2

b) 97 = h) (0,36)% =

Q) 8% = ) (1,44)7 =

d) 167 = 107 =

e) 121%° = 9 (0,027)% =
1 3

nl20\" _ (16" _

49 81
SEDU
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Calcule o valor numérico das poténcias de 10 a seguir:

a) 102 = g) 107! =
b) 103 = hy 1073 =
Q) 10° = ) 1072 =
d) 10% = N 1074 =
e) 10% = k) 107° =
f) 10! = ) 1076 =

ATIVIDADE 7

a) Observe o expoente e o resultado da poténcia de 10 nos itens a, b, ¢, d, e e fdo
exercicio anterior. Vocé percebe algum padrao? Caso afirmativo, qual?

b) Observe o expoente e o resultado da poténcia de 10 nos itens g, h, i, j, k e I do
exercicio anterior. Vocé percebe algum padrao? Caso afirmativo, qual?

SEDU
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ATIVIDADE 8

Escreva cada valor a seguir na forma de uma unica poténcia de base 10.

2100 = f0,00001 =
b) 10 000 = g 100000 _
100
90,001 = y 00001
1000
)0, 000001 = ) (100)~ 6=
€)1 000 000 = »(0,1)8=

ATIVIDADE 9

Analise as sentencas abaixo e indique (V) para verdadeira e (F) para falsa:

a( )2r-22=2"
o ()T =7
o( )28 =2
o ) (24 5)% = 2% + 5
o ( )i =10"

ATIVIDADE 10

Calcule o valor do niumero representado
por vy, usando as propriedades da
potenciagao:

210 . 310 . 510
YT T30

SEDU 16
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Conteudos

FUNCAO EXPONENCIAL

Conceitos

Definicao

Seja @ um numero real positivo e diferente de 1 (a >0 e a # 1), a
funcdo f:R— R, dada por f(z)=a" € denominada funcdo
exponencial de base a .

Exemplos:
e f(x)=2" A funcao f é uma funcdo exponencial de base 2.
e g(x) =5" A funcdo g é uma funcdo exponencial de base 5.
X
* hix) = (g) A funcao h é uma funcao exponencial de base % :

* m(zx)=n" A fun¢do m é uma funcdo exponencial de base 1.

n(z) = (0,2)® Afuncdo n é uma funcdo exponencial de base 0,2.

Graficos da Funcao Exponencial

A funcdo exponencial pode ser crescente ou decrescente, dependendo
do valor de sua base. E importante lembrar que a base deve ser sempre
um numero positivo e diferente de 1. Assim, considerando uma funcao
exponencial qualquer de base a, o grafico pode apresentar dois
comportamentos distintos:

e (rescente: ocorre quando a base é maior que 1, ou seja, a > 1.
e Decrescente: ocorre quando a base estd entre 0 e 1, isto §é,

0<a<l.

Portanto, a base da func¢ao exponencial define diretamente o crescimento ou
decrescimento da func¢do, e consequentemente, de sua representacdo grafica.
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Vamos analisar o comportamento grafico das func¢bes exponenciais
crescentes e decrescentes. Para isso, considere as fun¢bBes exponenciais
crescentes com base 2 e 3. Observe na tabela abaixo que, a medida que x
aumenta, o valor da funcdo também cresce, evidenciando que essas sdao
funcdes exponenciais crescentes.

T =—2
rz=—1
z=0 20— 1 30=1
rz=1 2! =2 3t =3
rT =2 22 =4 3=9

A seguir, apresentamos o grafico de cada uma dessas funcdes, onde é possivel

observar que ambas exibem um crescimento acelerado a medida que os
valores de x aumentam.

Grdfico 1: f (z) = 2°

SEDU 18
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Grdfico 2: f (z) = 3*

e
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Agora, vejamos o comportamento das funcoes exponenciais decrescentes.

Considere as fun¢des  f(z) = (

)m e f(z)

12

A seguir, o grafico dessas funcdes é apresentado. Note que ambas
possuem comportamento decrescente, aproximando-se do eixo X sem

nunca toca-lo.

*r
5{,,;_ g
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Grdfico 4: f(z) = (3
[ = voce |
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Muitos processos naturais seguem leis exponenciais. Por exemplo, o crescimento
de bactérias ou a decomposicao de substancias radioativas sdo modelados por
fun¢des exponenciais. No caso das bactérias, por exemplo, elas podem duplicar
de numero em um intervalo de tempo fixo, o que é um exemplo de crescimento

@onencial. /

SEDU "




Reconhecendo situacoes do cotidiano modeladas por
funcdes exponenciais

Funcdes exponenciais estdo presentes em diversos contextos do nosso dia a
dia, seja em fendmenos de crescimento acelerado ou de decrescimento.
Abaixo, destacamos alguns exemplos praticos:

Crescimento populacional e s,

Quando uma populacdo cresce a uma taxa
constante em porcentagem, o numero de
habitantes aumenta de forma exponencial. Por
exemplo, se a populacdao de uma cidade cresce
a 5% ao ano, o numero de habitantes pode ser _ B 1]
modelado por uma funcdo exponencial e N e o
crescente. '

Investimentos financeiros

O rendimento de aplicagbes que possuem juros compostos pode ser modelado
por func¢Bes exponenciais crescentes. Nesse caso, o valor acumulado cresce
mais rapidamente ao longo do tempo devido aos juros incidirem sobre o
capital acumulado.

Decaimento radioativo

A desintegracdo de materiais radioativos segue um modelo de decrescimento
exponencial, onde a quantidade remanescente do material diminui com o
tempo de forma previsivel.

Mortes por coronavirus no pais

Dadaos acumulados e consolidados até o dia

Propagacao de doencas " feamsiode e 9130
Durante surtos ou epidemias, o numero de
pessoas infectadas pode crescer
exponencialmente no inicio, dependendo da
taxa de transmissao e do contato entre os
individuos.

602
396 mortes
maor

ies
- Basa _.-l'lllo.l!llll"ll"lllll
2 s

E-l nfogrédfice stuslizedo em: 7152020
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EXERCICIO 1. Analise as funcdes abaixo e determine se elas sdo crescentes ou
decrescentes. Justifique sua resposta.

Exerci

a) f(z)=3" ) h(zx)=>5"
0 g(z) — (%) & k(z) = 0,8°

SOLUCAO.
Lembremos que a classificacdo de uma fun¢do exponencial como crescente ou
decrescente depende do valor da sua base:

e Afuncdo é crescente se base > 1.

e Afuncdo é decrescente se 0 <base < 1.

Portanto:
a) Crescente, pois 3 é maior que 1.

1 ,
b) Decrescente, pois f estaentreOe 1.
¢) Crescente, pois 5 é maior que 1.
d) Decrescente, pois 0,8 esta entreO e 1.

EXERCICIO 2. Considere a funcdo f(z) =7". Calcule os valores de f(z) para
z=-2 ,z=-1, =0, z=1 e z=2.

SOLUCAO.
1\ 12 1
= — — =72 == — P,
B 2wl =7 (7) 72~ 19
* 1

x=0-f0)=7°=1
x=1->f)=7"=7
= 2= F2) = 7% =9

22
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EXERCICIO 3.

~

(ENEM - 2015) O sindicato de trabalhadores de uma empresa sugere que 0 piso
salarial da classe seja de R$ 1 800,00, propondo um aumento percentual fixo por
cada ano dedicado ao trabalho. A expressao que corresponde a proposta salarial
(s), em funcao do tempo de servico (t), em anos, é s(t) = 1800-(1,03)".

De acordo com a proposta do sindicato, o salario de um profissional dessa empresa
com 2 anos de tempo de servico sera, em reais:

a) 7 414,00
b) 3 819,24
c)3709,62
d) 3 708,00
e) 1 909,62

SOLUCAO

A expressdo que corresponde a proposta salarial € uma funcdo exponencial e, para
resolver o problema, devemos considerar que t = 2. Assim, temos o seguinte
desenvolvimento:

s(t) = 1800 - (1,03)

s(2) = 1800 - (1,03)?

s(2) = 1800 - 1,0609
s(2) = 1909,62

A alternativa correta €, portanto, a LETRA E.

SEDU 23
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ATIVIDADE 1

Identifique, entre as func¢des a seguir, qual delas representa uma funcao exponencial.
Com base na defini¢do de fun¢do exponencial, justifique sua resposta.

a) f(z) = (0,3)* c) f(x) = 2?

b) f(x) = 22° 4) f(@) = %

Classifique as func¢des exponenciais em crescente ou decrescente.

o= (3) 0) flz) = 43

ATIVIDADE 3

A mitose € um processo de divisao celular no qual uma célula duplica seu conteddo
e se divide em duas células-filhas geneticamente idénticas a célula-mde, ambas com
0 mesmo numero de cromossomos. Cada célula filha, por sua vez, repete esse
processo, totalizando, ap6s a 2?2 divisao, quatro células-filhas.

Feran Fomecs

Fonte: SOUZA, p.145, 2016. llustracdo elaborada com base em: TORTORA, Gerard J. Corpo Humano: fundamentos de anatomia e
fisiologia. Tradug¢do Cldudia L. Zimmer. 4° ed. Porto Alegra: Arrmed, 2000.

a) Determine o numero total de células-filhas obtidas a partir de uma unica célula
apos:

e 3 divisdes celular

e 4 divisdes celular

e 10 divisBes celular
b) Escreva uma funcdo que associe a quantidade total de células-filhas y, obtida a
partir de uma unica célula, apés uma quantidade x de divisGes (Considere x > 0).

SEDU
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Considere as funcdes exponenciais de dominio real f(x) — QT e g(z) = (1) .

Assim, calcule o valor de: 2
)£ (2) = a1 (3)-

b)g(3) = e)g(—3) =

of (=2) = fg(-1)+ f(1) =

ATIVIDADE 5

Chamamos de tempo de meia-vida de uma substancia radioativa ao tempo que se
passa para que a quantidade da substéncia se reduza a metade. O iodo-131, um
is6topo radioativo com meia-vida de aproximadamente 8 dias, é utilizado no
tratamento de cancer de tireoide.

Considere um experimento que avalia a
variacdo da massa de uma amostra contendo 0
20 mg de iodo-131 ao longo do tempo. —181Y

16—
A fungdo m(t) = 20 - (0, 5)§ , descreve a massa N\
m de iodo-131, em gramas, apos t dias do inicio | 12
do experimento. A representacao grafica ao 10

Variacao do iodo-131 numa amostra

lado ilustra o decaimento exponencial da massa @ ® "
. . —B
de iodo-131 ao longo de 24 dias. I e o ;
Quantos miligramas de iodo-131 restaram no  |254---------—4-- “‘“‘ﬂm_g
: o o ~ 2
sangue do paciente no 24° dia apds a ingestao IEREEE XN

de 20 mg de medica¢dao com iodo-1317 E no 32°

. Fonte: SOUZA, 2020, p.79.
dia? P

O grafico da funcao exponencial dada por f(gj) — a% ,comareal,a>0ea=1,
passa pelo ponto:

a) (0, 0)

b) (1, 0)

) (0, -1)

d) (0, 1)

e)(1,1)

SEDU
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ATIVIDADE 7

Uma pessoa publicou uma noticia falsa em uma rede social que alcancou inicialmente
200 pessoas. Devido a varios compartilhamentos da informac¢do, a quantidade de
pessoas alcancadas pela noticia aumenta cinco vezes a cada hora desde a publicacao
inicial. Qual sera a fun¢ao que relaciona a quantidade N de pessoas alcancadas pela
noticia, t horas apos a publica¢do inicial?

a)N(t) = 200 + 5'
b)N(t) = 200 +t°

c)N(t) = 200>
d)N(t) = 200 - 5
e)N(t) = 1000 - t

Empreendedoras reconhecem que as midias digitais desempenham um papel
fundamental no crescimento de suas marcas. Com isso, uma delas adquiriu um pacote
de divulgacdo para promover um anuncio em uma rede social, com o objetivo de
aumentar a visibilidade de sua loja de artigos esportivos recém-inaugurada.

O anuncio foi inicialmente exibido para 100 pessoas diferentes. Cada uma dessas
pessoas, ao visualizar o anuncio, o compartilhou com seus proprios seguidores, o que
fez com que o alcance de visualizacao triplicasse a cada 2 horas. O numero total de
pessoas que visualizam o anudncio ao longo do tempo é modelado pela funcado
exponencial N () = 100-3%" onde t representa o tempo em horas apds a
publicacdo, e N(t) € o numero de pessoas que visualizaram o anuncio. Qual sera o
numero de pessoas que visualizardo o anuncio ap6s 10 horas de sua publicacdo?

‘-—: X g
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QUESTAO 1

(ENEM - 2013) Um trabalhador possui um cartdao de crédito que, em determinado
més, apresenta o saldo devedor a pagar no vencimento do cartdo, mas nao contém
parcelamentos a acrescentar em futuras faturas. Nesse mesmo més, o trabalhador é
demitido. Durante o periodo de desemprego, o trabalhador deixa de utilizar o cartao
de crédito e também ndo tem como pagar as faturas, nem a atual nem as proximas,
mesmo sabendo que, a cada més, incidirdo taxas de juros e encargos por conta do
ndo pagamento da divida.

Ao conseguir um novo emprego, ja completados 6 meses de ndao pagamento das
faturas, o trabalhador procura renegociar sua divida. O grafico mostra a evoluc¢do do
saldo devedor.

Divida (RE)

1100 +

[ L 1, o R M PE i erop e _!

1000 T £

S

850 + :

200 1+

= |

850 1 .
800 & J
750 1+ s
700 1 :
650 + *'

600 + ¢
550 1

B, st e et e e e

P e i s S

E Tempo (meses)

Com base no grafico, podemos constatar que o saldo devedor inicial, a parcela
mensal de juros e a taxa de juros sao:

a) R$ 500,00; constante e inferior a 10% ao més.
b) R$ 560,00; variavel e inferior a 10% ao més.

¢) R$ 500,00; variavel e superior a 10% ao més.
d) R$ 560,00; constante e superior a 10% ao més.
e) R$ 500,00; variavel e inferior a 10% ao més.
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QUESTAO 2

(ENEM - 2011) A torre de Handi é um jogo que tem o objetivo de mover todos os discos
de uma haste para outra, utilizando o menor numero possivel de movimento,
respeitando-se as regras.

Pagas

i a

Casas A B c

As regras sdo:

1- um disco maior nao pode ser colocado sobre um disco menor;

2 - pode-se mover um unico disco por vez;

3 - um disco deve estar sempre em uma das trés hastes ou em movimento.

Disponivel em: http://www.realidadevirtual.com.br. Acesso em: 28 abr. 2010 (adaptado).
Disponivel em: http://www.imeusp.br. Acesso em: 28 abr. 2010 (adaptado).

Usando a torre de Hanoi e baseando-se nas regras do jogo, podemos montar uma
tabela entre o niumero de pecas (x) e 0 nUmero minimo de movimentos (y):

Numero de pegas | Numero minimo de movimentos
1 1
2 3
3 T
4 15

A relacao entre (x) e (y) é:

a)y=2"—1
b)y =2"""
c)y=2"
d)y=2zr—1
e)y=2x—4

SEDU
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ANALISE GRAFICA DA FUNCAO EXPONENCIAL

fos

Conces

-
N

Introducao

Nesta segunda parte do estuda de fun¢bes exponenciais, exploraremos a construc¢ao
e a analise de seus graficos. Vamos observar as caracteristicas importantes se
manifestam em qualquer funcdao exponencial e como os parametros influenciam seu
comportamento. Nosso objetivo neste material é entender essas funcdes de
maneira pratica e visual.

Vejamos na figura 1 alguns exemplos de graficos de funcdes crescentes e

decrescentes.

-~
\ 3l |
\ —f(z) = (})’
\ —==f(z) = (})°
\1 9 e Ponto (1)

— @) =2
=== f(z) = 3°
e Ponto (0:1)

2 -1 1 2 g A 1 2

(a) FuncdOes crescentes (b) Funcbes decrescentes

Figura 1: Graficos de funcbes exponenciais com diferentes bases.

Sempre que sentir necessidade, recorra a figura 1 para constatar as caracteristicas

elencadas nos proximos topicos.

SEDU
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CARACTERISTICAS COMUNS A TODA FUNCAO
EXPONENCIAL

Vejamos algumas caracteristicas validas para qualquer fun¢ao exponencial.

Dominio e imagem

e Dominio: As funcdes exponenciais estao definidas para qualquer numero real
(z € R),

e Imagem: O valor de f (x) é sempre positivo. Isto quer dizer que o grafico nunca
toca ou cruza o eixo x.

Curvatura do grafico

O grafico de uma funcao exponencial, se destaca por crescer ou decrescer de forma

acelerada, indicando uma curva que nunca muda de dire¢ao.

Valor da funcdoem = = 0

Toda funcdo naforma f(x) = a® possui o ponto em comum (0,1), pois

f(0)=a’=1

Isso significa que em toda fun¢do f(x) = a™ ou seja, em que a é um numero real
positivo e diferente de 1, o grafico da funcdo exponencial sempre passa pelo ponto
(0,1). Esse ponto é essencial para esbocar esse tipo de grafico.

| ) VO CE j
X SABIA?
(

Um exemplo de funcdo exponencial decrescente é o decaimento de
substancias radioativas, onde a quantidade da substancia diminui a uma taxa
constante ao longo do tempo. Esse comportamento € visualizado graficamente
por uma curva que comec¢a com um valor alto e diminui progressivamente até

Q& aproximar de zero, mas nunca chega a ele. /
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DIFERENCAS ENTRE FUNCOES EXPONENCIAIS CRESCENTES E
DECRESCENTES

Além das caracteristicas em comum de toda funcdo exponencial, temos as
particularidades para os casos das funcdes exponenciais crescentes ou
decrescentes. Vejamos agora as principais diferencas entre elas.

Analise assintotica

A analise do comportamento assintético nos ajuda a entender como a funcao se

comporta quando x assume valores muito grandes (x — +o0c0) ou muito pequenos
(z — —o0).

e Funcgao crescente:

- Conforme x decresce, f(x) se aproxima de 0, mas nunca o alcanca.

- Conforme x cresce, f(x) cresce cada vez mais acentuadamente,

e Funcao decrescente:

- Conforme z decresce, f(x) cresce cada vez mais acentuadamente.

- Conforme x cresce, f(z) se aproxima de 0, mas nunca o alcanca.

Estritamente crescente ou decrescente

A funcao exponencial € injetora, ou seja, para quaisquer dois valores diferentes de

) e x4, 0s valores f(x,) e f(x2) também serado diferentes. Dessa forma, temos as
seguintes diferenciacdes.

¢ Fungao crescente;

- Se ) < 19, entao f(x) < f(xa).

- Conforme z aumenta, f(z) também aumenta continuamente.
e Funcao decrescente:

= Se x; < x5, €Ntao f(xzy) > f(xs).

- Conforme x aumenta, f(x) diminui continuamente.

SEDU
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Velocidade de crescimento ou decaimento

Avelocidade com que afuncao cresce ou decai depende do valor da base a, diferenciando-
se da seguinte maneira.

e Funcao crescente: quanto maior a base, mais rapido o crescimento da funcao.
Por exemplo, f(z) = 3" cresce mais rapidamente que f(z) = 2°.

e Funcdo decrescente: quanto menor a base, mais rapido o decaimento. Por
exemplo, f(z) = (1)" decresce mais rapidamente que f(z) = (3)".

Ou seja, base a controla a velocidade de crescimento ou decaimento.

FUNCAO DO TIPO EXPONENCIAL

O crescimento ou decrescimento exponencial é caracteristico de certos fendmenos
naturais e de algumas situa¢des do cotidiano. No entanto, de modo geral, ndo se
apresenta na forma f(x)=a* (coma>1 e a#0) , massim modificado por
constantes caracteristicas do fendmeno, como em f(x) = b-a** com b,k € R’
Dizemos que essa func¢do é do tipo exponencial, e o grafico dela em um plano
cartesiano também é uma curva exponencial.

Podemos definir a forma geral de uma func¢ao do tipo exponencial do seguinte modo:
flx)=0b- R B

Em que cada um dos coeficientes a, b, ¢, d e k influenciam no grafico da fungdo do
tipo exponencial como descrito a seguir.

a: Base da poténcia; determina o comportamento crescente (¢ > 1) ou decres-
cente (0 < a < 1).

b: Controla o alongamento ou compressao vertical.

c: Desloca o grafico horizontalmente (¢ > 0 para a esquerda, ¢ < 0 para a di-
reita).

e d: Desloca o grafico verticalmente (d > 0 para cima, d < 0 para baixo).

k: Altera a inclinacdo, mudando a taxa de crescimento ou decaimento.

Podemos observar na figura 2 exemplos ilustrativos das transformacdes aplicadas
ao grafico da fungdo f(z) = 2*. Essas altera¢des, que destacam a influéncia de dife-
rentes parametros na forma do grafico, podem ser exploradas de maneira interativa
utilizando ferramentas como o GeoGebra.
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(d) Variacado no coeficiente d.

Figura 2: Influéncia dos coeficientes nas fungdes do tipo exponencial.

v VOC E

®

importante em fun¢Bes exponenciais, especialmente em fendmenos
naturais. Fun¢des do tipo f(z) =e” aparecem em diversos
contextos, como no crescimento populacional ou em modelos de

da economia.

o

ﬁ‘ SABIA? O numero e (aproximadamente 2,718) é uma base muD
‘$4

juros compostos continuos. O grafico da funcio f(xz) =e® é a
curva mais suave e natural de crescimento exponencial, sendo
amplamente usada para modelar fenbmenos em que o crescimento
é proporcional ao valor atual, como no caso da biologia celular ou até

7

/
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EXERCICIO 1. Esboce os graficos de f(z) = 2%, f(z) =3%e f(z)= (%) Quais
diferencas vocé observa?

Cios

Exerc:

SOLUCAO.

Inicialmente, vamos calcular os valores das fun¢des para alguns valores de x. Sabe-
mos que para x = 0, todas as funcdes exponenciais tém como resultado f(0) = 1, ja
que " = 1 para qualquer base a > 0.

Os calculos para x = —2,—1,1 e 2 estao apresentados na tabela 1.

g [f@)=2" flx)=8" f(x)=(3)"
—2| 22=1 32=1 (3) =4
1| =} 3= (@)=
1| 20=2 3 =3 (1) =1L
2| 2=t F=o G-}

Tabela 1: Valores das func¢des exponenciais para diferentes valores de .

Com esses valores, podemos esbocar os graficos, como mostrado na figura 3.

Figura 3: Graficos de func¢des exponenciais do exercicio resolvido 1.

SEDU
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Analise dos graficos:

e As funcbes f(z) = 27 e f(z) = 3" sao crescentes, porque as bases 2 e 3 sao
maiores que 1. Percebemos que a funcao com a base maior (3%) cresce mais
rapido.

e Afuncdo f(z) = ()" é decrescente, porque a base () estaentre O e 1.

Além disso, todas as func¢des passam pelo ponto (0, 1), que é caracteristico de func¢des
exponenciais.
Para valores muito grandes e pequenos de z, temos que:

e Quando x — —oo, as funcoes f(r) = 2% e f(z) = 3" se aproximam de 0.

e Para f(z) = (3)", conforme = — —oc, 0s valores crescem rapidamente.

Afi jes & o

Seja f uma fungdo exponencial definida de R em R, cuja lei de formagéo é f(z) = 5%
Para cada item faca o que se pede:

a) Calcule ovalorde f(—2), f(—1), f(0) e f(1).

b) Com base nos valores de z e ¥y obtidos nos itens anteriores, organize os pares
ordenados (z, y) e construa o grafico da fungdo f(z) em seu caderno.

c) Com base no grafico do item b, que representa uma funcdo exponencial, analise o
comportamento dos valores de f(z) a medida que = aumenta.

Seja f uma funcdo exponencial definida de R em Ri,cuja lei de formacdo é

1

f(z) = <Z> . Para cada item faga o que se pede:

a) Calcule o valor de f(—1), f£(0), f(%) e f(1).

b) Com base nos valores de x e y obtidos nos itens anteriores, organize os pares
ordenados (z,y) e construa o grafico da fungdo f(x) em seu caderno.

c) Com base no grafico do item b, que representa uma funcao exponencial, analise o
comportamento dos valores de f(z) a medida que  aumenta.
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ATIVIDADE 3

Seja uma funcdo exponencial, cuja lei de formacdo é f(x) = a”, e cujo grafico é uma
curva crescente. Um possivel valor para a é:
a)-2 b) -1 00 d)1 e)2

A fungdo f, tal que f(x) = 7°, pode ser representada pelo gréfico:

T

a) f(x) b) fix)T C) oo T

s |

L
ko
S

0 X 0 : 0 "
d) tx)] e) tx) T

1 \ 1

0 % 0 x

ATIVIDADE 5

A radioatividade é a propriedade que algumas substancias tem de emitir radia¢des.
Observe o grafico da fungdo f, sendo f(x) = a%coma > 0 e a # 1, que representa a
radioatividade y de determinado minério em funcdo do tempo x.

y

XV

0

Agora, responda as questdes:
a) A radioatividade esta aumentando ou diminuindo? Por qué?

b) Esse minério deixara de ser radioativo em algum momento? Por qué?

¢) Quais sdo os possiveis valores de a?

SEDU
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ATIVIDADE 6

Considere uma funcdo exponencial f:R — R, cujo grafico é dado a seguir.

ATIVIDADE 7

O grafico que representa a fun¢do exponencial definida por f(x) =2* 4+ 1,comz € R, é:

___________________________
N | v [ ' '
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Considere a funcao de dominio real dada por f(z)
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ATIVIDADE 9

(SAEPE - PE) Observe o grafico de uma funcdo exponencial f : R — R,
y T

A lei de formacdo dessa funcao é dada por:

o= (5)

=3 =2 =10 1 2 3 x
-1

ATIVIDADE 10

Em cada um dos casos a seguir, o grafico exibe uma curva exponencial. Determine a lei
de formac¢do de cada uma destas funcdes.

a) b) ()]

=

a2y e 1 2 3X

4 3 =2 10
A
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LIVROS DIDATICOS

EXPLORANDO O GEOGEBRA

SEDU

’:f\ Matematica em Contexto: fung¢ado exponencial, funcao
ﬁfy“ logaritmica e sequéncia. (DANTE).
é é<

Capitulo 1: Funcao exponencial.
e Afuncdo exponencial. (p. 34 - 65)

Prisma Matematica: funcdes e progressdes. (BONJORNO)

Capitulo 2: fungao exponencial.
e Funcao exponencial. (p. 64 - 65)

Prisma Matematica: funcgdes e
progressodes. (BONJORNO)

> Capitulo 2: fungdo exponencial.
GeoGebrol

funcao exponencial. (p. 70 - 71)
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Conceitos

APLICACOES DE FUNCOES EXPONENCIAIS

-
N

Juros compostos

Os juros compostos sdo calculados sobre o capital inicial e sobre os juros acumu-
lados ao longo dos periodos. Diferentemente dos juros simples, onde os juros sdo
constantes, nos juros compostos os valores crescem de forma exponencial.

Uma das maneiras de calcular juros compostos é utilizando a seguinte formula:
M(t)=C - (1+3)
Onde:
e M\ (t): montante acumulado (capital inicial mais os juros) ap6s t periodos;
e (: capital inicial (ou principal);
e ;: taxa de juros por periodo (em decimal); e

e {: nUmero de periodos.

Exemplo 1: retorno de investimento

Vocé investiu R$ 1 000,00 em uma aplicagdo com taxa de juros de 5% ao més
por 3 meses. Qual serda o montante acumulado?

Para facilitar a compreensao desse processo algébrico, sugerimos a ado¢do de
algumas etapas que auxiliem na resolucao do problema.

1.ldentifique os valores;

2.Substitua na férmula de aplicacdo financeira a juros compostos;

3.Desenvolva o calculo e determine o montante.

Etapa 1 Etapas2e3
M(t)=C QA+t
¢ =1000 ® ( )
M(3) = 1000.(1 + 0,05)3
i =5%=0,05 .
M(3) = 1000.(1,05)? Apos 3 meses, o montante
t=3 sera de aproximadamente

M(3) = 1000.1,157625 RS 1157 63.
M(3) = 1157,63
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A expressao M(t) = C-(1+i)" é uma funcdo do tipo exponencial, pois:

e O valor inicial C é uma constante que controla o alongamento ou a
compressao vertical;

e Asoma (1+i) éabasedafuncao;
e O expoenteté avariavel independente que representa o tempo;

e Comportamento:
- Quando i>o0, a funcdo representa crescimento exponencial (exemplo:
aplica¢des financeiras);
- Quando -1 < i <0 , a funcdo representa decaimento exponencial (exemplo:
depreciacdo de bens).

Podemos, portanto, avaliar um investimento financeiro a juros compostos através
de uma anadlise grafica de sua funcao exponencial correspondente. Vejamos o
exemplo a seguir:

Exemplo 2: compara¢do de cenarios

Avalie as duas aplica¢des financeiras abaixo e discorra sobre qual delas é mais
rentavel (gera maior montante) no periodo de 12 meses.

e Aplicacdo A: Capital inicial de R$ 600,00 com taxa de 6% ao més por 12 meses.

e Aplicacdo B: Capital inicial de R$ 700,00 com taxa de 4% ao més por 12 meses.

Analisando as condic¢Bes das aplicacdes financeiras, podemos escrever as seguintes
funcbes do tipo exponencial:

M4(t) = 600 - (1,06)"
Mp(t) = 700 - (1,04)"

Na figura 1, € possivel observar o comportamento exponencial das aplica¢oes finan-
ceiras A e B. Essa representacao grafica nos permite comparar os desempenhos e
decidir qual delas oferece maior rentabilidade no periodo analisado.

el 4 - Y1
5 -”% o
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[ A1 4 (£) = 600 % (1 4+ 0,06)"
1200 | |mem A1(t) = 700 % (1 + 0, 04)'
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— 1000 {
= 900}

800 1
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Figura 1: Comparacdo entre as aplicacbes financeiras A e B.

Ao analisar os resultados, conclui-se que, embora a aplicacdo B tenha um capital
inicial maior, o crescimento exponencial da aplicacdo A faz com que ela ultrapasse a
B em termos de montante acumulado antes do término de um ano.

Crescimento populacional

Um dos exemplos mais comuns de fun¢do exponencial € o crescimento populacional.

Férmula Geral:
Pt)=PF-(1+7r)

e P(t): populagdo no tempo t.

Fy: populagao inicial.

r: taxa de crescimento (decimal).

t: tempo.

Exemplo 3: crescimento populacional de javaporcos

Uma populacao inicial de 50 javaporcos esta crescendo a uma taxa de 15% ao
ano devido a auséncia de predadores naturais. Qual sera a populacdo apés 8
anos? P

1. Identifique os valores:

"o
I

e
&

—~
Il
o =

SEDU
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2. Substitua na férmula:
Pt)=PFy-(1+7) — P(8)=50-(1+0,15)

3. Calcule:

P(t) = 50 - 3,059022
P(t) = 152,95

—

Resposta: Apos 8 anos, a populacao sera de aproximadamente 153 javaporcos.

Modelo de decaimento exponencial com meia-vida

O tempo de meia-vida, denotado por T ,, € definido como o intervalo de tempo ne-
cessario para que a quantidade de uma substancia decaia para metade de seu valor
inicial. Em sistemas regidos por funcdes exponenciais, esse decaimento é descrito

por:
Q) = Qp - (%) Ti/2 *

Fa

onde:
e ()(t): quantidade restante da substancia no tempo t;
® ()y: quantidade inicial da substancia;
e t: tempo transcorrido;

e T,/ tempo de meia-vida da substancia.
Alguns exemplos de fendmenos que modelamos através desse tipo de funcao:

e Decaimento radioativo: Na Fisica, o tempo de meia-vida é fundamental para
descrever o decaimento de elementos radioativos. Por exemplo: o carbono-14,
usado na datacdo de fésseis, possui um tempo de meia-vida de
aproximadamente 5 730 anos. Isso significa que ap6s 5 730 anos, metade do
carbono-14 inicial em um fossil tera decaido.

e Metabolizacdo de medicamentos: Na medicina, o tempo de meia-vida é usado
para determinar a frequéncia com que os medicamentos devem ser
administrados. Por exemplo: o paracetamol tem um tempo de meia-vida de
cerca de 2 a 3 horas no corpo humano. Isso implica que a cada 2 a 3 horas, a
guantidade de medicamento no organismo reduz pela metade.
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Exemplo 4: ingestéio de medicamento

Uma pessoa toma uma dose de 500 mg de um medicamento cujo tempo de

meia-vida no corpo humano é de 4 horas. Qual sera a quantidade de medica-
mento no organismo apos 12 horas?

1. Identifique os valores:

(o = 500 mg,
lefg — 4 hOI'aS._
t =12 horas.

2. Substitua na formula:

3. Simplifique o expoente:

Q(12) = 500 - (%)3

4. Calcule:

e 1y’ 1 500
Q(lz)_aoo-(-j) =500 o ==~ =625

Resposta: Apos 12 horas, restarao 62,5 mg do medicamento no organismo.

J* S

EXERCICIO 1. Calcule o montante mensal dos 6 primeiros meses de uma aplicacdo

de R$ 1000,00 a uma taxa de 2% ao més. Apresente os dados obtidos em uma
tabela.

Exercicios

SOLUCAO.

Inicialmente, ajustar a formula de aplicacdo financeira a juros compostos para o con-
texto, ou seja

M(#)=P-(1+4)" —  M(t) = 1000 - (1 + 0,02)" = 1000 - (1,02)!
Agora vamos calcular o montante para cada més:

M(0) = 1000 - (1,02)° = 1000 - 1 = 1000
M (1) = 1000 - (1,02)" = 1000 - 1,02 = 1020,00

SEDU
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M(2) = 1000 - (1,02)2 = 1000 - 1.0404 = 1040,40
M(3) = 1000 - (1,02)* ~ 1000 - 1,06121 = 1061,21

M(4) = 1000 - (1,02)* 2 1000 - 1,08243 = 1082,43
M(5) = 1000 - (1,02)° 2 1000 - 1,10408 = 1104,08
M(6) = 1000 - (1,02)% ~ 1000 - 1,12616 = 1126,16

Podemos ver na tabela 1 os dados obtidos.

Tempo (meses) Montante (R$)

0 1 000,00
1 1 020,00
2 1 040,40
3 1 061,21
& 1082,43
5 1104,08
6 1126,16

Tabela 1: Crescimento do montante ao longo dos meses.

EXERCICIO 2. Um carro comprado por R$ 80 000,00 deprecia 15% ao ano. Qual seré
o valor do carro apds 4 anos?

SOLUCAO.

Neste caso, a taxa de juros € negativa, indicando que o capital inicial sofre depreciacdo
ao longo do tempo, em vez de se valorizar. Identificamos os valores da equacdo
como:

P = 80000
i =—15% =
t=4

~0.15

Substituimos esses valores na férmula dos juros compostos:

M(#)=P-(1+i) — M(4)=80000-(1—0,15)* = 80000 - (0.85)"

Agora, desenvolvemos os calculos passo a passo:

M (4) = 80000 - (0,85)*
M (4) = 80000 - 0,52200625
M (4) = 41760,50

Portanto, o valor do capital apés 4 anos sera de R$ 41 760,50.
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EXERCICIO 3. (Adaptado de Dante e Viana, 2020) O uso indiscriminado de
agrotoxicos, as mudancas climaticas, os grandes desmatamentos e o aparecimento
de alguns tipos de parasita podem levar a extincdo das abelhas em poucas
décadas. Conforme a quantidade de insetos dessa populacdo vai diminuindo, a
polinizacdo das plantas vai ficando cada vez mais comprometida, o que pode gerar
um colapso na produc¢do de alimentos, bem como causar a morte de animais
herbivoros, por falta de alimentos, e de animais carnivoros que se alimentam dos
herbivoros. Diante desse quadro preocupante, especialistas estudam maneiras de
evitar a reducao da quantidade de abelhas. Suponha uma situacdo preocupante
em que a populacdo de uma colmeia de abelhas, inicialmente com 20.000
individuos, esteja se reduzindo a taxa de aproximadamente 10% ao més, por causa
do uso de agrotoxicos. Essa situacao pode ser modelada pela funcdao exponencial
N(t) = 20000 -0,9°, emque N éonumerode abelhase t éotempoem meses.

Qual o tempo necessario para que a quantidade de abelhas seja igual a 13.122?

SOLUCAO. Note que, nesse caso, temos a populacdo de abelhas (13.122) e
precisamos determinar o tempo necessario para que a populacao de abelhas atinja
esse numero, entdo é necessario resolver a seguinte equacao:

13122 = 20 000 - 0, 9¢

Vamos resolvé-la:
13122 = 20 000 - 0, 9¢

13122 _
20000 '
13122°°
20000 _
6 561
= 0,9
10000
94
or %Y
(0,9)* = 0,9
4=t

Logo, a populacdo de abelhas sera igual a 13.122 apds 4 meses.

Nesse problema, resolvemos uma equacdo exponencial. Trata-se de uma equacgao
na qual a incognita esta localizada no expoente de uma poténcia. E possivel resolver
algumas equacbes exponenciais obtendo uma igualdade entre duas poténcias de
mesma base: isso implica que os expoentes sejam iguais. Veja mais exemplos de
resolucao de equacBes exponenciais a seguir.
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Exemplos de equagbes exponenciais

1 xr
a) 2% =16 b)(g) =81 c) 57 =125 d) 7% = V49
2z—1 3 T 3
2 =12 (3 1) = 81 2% —1=23 7;1:_7%
x=4 37" =281 20r =3+1 _2
3 ¢ — g4 2¢ = 4 r= —
4 3
—112:4 €r = —
x=—4 2
=2

W,

w TAREFA COMPLEMENTAR

Que tal estudar um pouco mais sobre equacdes exponenciais?
Trouxemos esta tarefa complementar para que vocé possa aprender um pouco

mais sobre essas equacfes que, algumas vezes, sao Uteis para resolver problemas
abordando func¢fes exponenciais.

Determine o valor de x em cada uma das equag¢des exponenciais a seguir:

1

27 — 32 v v _
a) d) 5" = — 9)3* =3
. ) (2 1 h) 10% = 0, 01

b) 10° = 1000 )35) =1 =0,
c) 97 = 243 £)2°" = 64 i) 5-2° = 80

Video Aula: EQUACC)ES EXPONENCIAIS #1
Prof Robson Liers - Mathematicamente



https://www.youtube.com/watch?v=y5Yk1QuiWdI

x

ATIVIDADE 1

Considere a fungdo exponencial f: R = R’ delei f(z) = 4. Determine:
a) f(1) =

b) f(—4) =

¢)  quando f(z) = 256

Considere a funcdo exponencial f: R — R’ delei f(x) = 5% — 2 . Determine:
a) f(3) =

b) f(=1) =

€) z quando f(z) =23

ATIVIDADE 3

O ibuprofeno é um medicamento frequentemente prescrito para aliviar dor e febre,
com uma meia-vida de aproximadamente 2 horas. Isso significa que, apds a ingestao
de uma dose inicial Ny de ibuprofeno, apenas 50% da medicacdo permanecera na
corrente sanguinea do paciente apés um periodo de 2 horas.

1\ 2
A expressdao matematica Q(t) = Ny - (§> , descreve corretamente o decaimento

exponencial da quantidade Q(t) de medicamento na corrente sanguinea do
paciente, em funcdo do tempo t em horas, apds a ingestao de um comprimido de

ibuprofeno.

Carlos tomou um comprimido de ibuprofeno de 800 mg as 15 horas. Qual sera a
quantidade Q(¢) em mg, do medicamento ibuprofeno na corrente sanguinea de
Carlos as 21 horas?

a) 0,6 mg
b) 12,5 mg
C) 64 mg
d) 50 mg
e) 100 mg

SEDU
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As aplicacdes financeiras realizadas em instituicdes bancarias podem gerar rendimentos
diarios, mensais ou anuais, geralmente utilizando o sistema de juros compostos. Nesse
sistema, os juros sao somados ao saldo acumulado ao final de cada periodo, fazendo
com que o valor investido cresca de forma exponencial ao longo do tempo. Por
exemplo, ao investir R$ 1.000,00 em uma aplicacdo com uma taxa de juros de 2% ao
més, o montante M(t) acumulado apds t meses pode ser descrito por uma funcao
exponencial, seguindo as regras da capitalizacdo composta. Assim, a fun¢do que
relaciona o Montante M(t) com o numero de meses t apds o inicio da aplicacdo é dada
por:
a) M(t) =1000+ (1,02) - ¢

M
b) M(t) = 1000 + (1,02)"

¢) M(t) = 1000 - (1,02)"
d) M(t) = 1000 - (2)*
e) M(t) = 1000%

ATIVIDADE 5

A populacdo de peixes em um lago esta diminuindo devido a contaminagao de agua por
residuos industriais. A lei N(¢) =300 — 10 - 21 fornece uma estimativa do ndimero de
espécies vivas N(t) em funcao do numero de anos (t) transcorridos apds a instalacao do
parque industrial na regido. Estime a quantidade de peixes que viviam no lago 5 anos
apos o ano da instalacdo do parque industrial.

A LCI (Letra de Crédito Imobiliario) € uma modalidade de investimento em renda fixa,
isenta de Imposto de Renda, que, em geral, oferece retornos superiores aos da
caderneta de poupanca, pois seu rendimento esta atrelado a taxa do CDI.

Uma pessoa investiu R$ 400,00 em uma LClI com rendimento correspondente a uma
taxa de 11% ao ano. A rentabilidade desse investimento pode ser modelada pela
expressdo exponencial M (t) = 400 - (1,11)", onde t representa o nimero de anos de
aplicacdo e M(t) € o montante acumulado ao final do periodo.

Considerando as regras de capitalizacdo e a expressao fornecida, qual é o montante
gerado no investimento realizado por essa pessoa apos 3 anos?

a) R$ 444,00

b) R$ 544,00

c) R$ 547,05

d) R$ 560,00

e) R$ 1 332,00

SEDU
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ATIVIDADE 7

As redes sociais possuem um grande poder de disseminacdo de informagdes. No
entanto, as fake news (noticias falsas) tém se destacado recentemente, pois, ao serem
publicadas em aplicativos de redes sociais, podem ser rapidamente compartilhadas e,
ao se tornarem virais, alcancar um numero expressivo de pessoas. Supondo que o
alcance de uma noticia falsa seja modelado pela funcdo N(¢) =20-3"' , onde N(1)
representa o numero de pessoas alcancadas apos t minutos desde a divulgacdo da
noticia. Calcule quantos minutos seriam necessarios para que a noticia atingisse 1 620
pessoas.

Um exemplo de populacdo que cresce exponencialmente € a populacdao humana. O
crescimento exponencial comeca de maneira lenta, mas acelera rapidamente a
medida que o tamanho da populacdo aumenta, uma vez que a base populacional
também cresce ao longo do tempo.

Considerando uma cidade com uma populagao inicial de 30 000 habitantes e uma taxa
de crescimento de 5% ao ano, calcule o numero de habitantes nessa cidade apés 2
anos a partir do inicio da observacdo.

ATIVIDADE 9

Considere uma cultura bacteriana que, em experimentos laboratoriais, apresentou
crescimento exponencial, modelado pela equagdo  Q(t) = 3000 -2, em que Q(t)
representa a quantidade de bactérias na cultura em funcao do intervalo de tempo ¢,
expresso em horas. Em quantas horas apdés o inicio das observac¢des a cultura atingiu
192 000 bactérias?

a) 5 horas

b) 6 horas

c) 7 horas

d) 10 horas

e) 32 horas

A depreciacdo de veiculos € uma das principais preocupa¢fes de quem investe na
compra de um carro, e isso ndo é por acaso! Assim que um veiculo zero quildmetro é
adquirido, seu valor comeca a cair devido ao uso e ao desgaste ao longo do tempo.
Suponha que um veiculo, comprado por R$ 120.000,00, sofra uma depreciacdao anual
de 10%, o que faz seu valor seguir a expressdo exponencial V (t) = 120000 - (0,9)" ,
onde WUt) representa o valor de venda do veiculo ap6s t anos de uso. Considerando
essa equacgao, em quanto tempo o carro podera ser vendido por R$ 87.480,007

gt
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Matematica em Contexto: fung¢do exponencial, funcao
logaritmica e sequéncia. (DANTE).

Capitulo 1: Funcao exponencial.
e Ampliando a ideia de fungao exponencial. (p. 48 - 52)

Matematica em Contexto: estatistica e matematica
financeira. (DANTE).

Capitulo 2: Matematica financeira.
e Juros compostos. (p. 109 - 115);
e Conexdo entre juros e funcdes (p. 123 - 125).

Prisma Matematica: funcdes e progressées. (BONJORNO)

Capitulo 2: funcdo exponencial.
e EquacBes exponenciais. (p. 64 - 65);
e Conexdes - Radioatividade (p. 74).

Prisma Matematica: sistemas, matematica financeira e
grandezas. (BONJORNO)

Capitulo 2: porcentagem e juros.
e Juros. (p. 73-77);
e Juros e fungdes (p. 78 - 81).
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SEQUENCIAS

No nosso cotidiano, frequentemente lidamos com situacdes envolvendo
sequéncias. Alguns exemplos incluem:

e Os nomes dos alunos de uma turma em ordem da chamada;

e Os meses do ano (janeiro, fevereiro, margo, ...);

e Os dias da semana (domingo, segunda-feira, terca-feira, ...).

Além dessas, algumas sequéncias tém natureza numérica, como:
e Os digitos do numero de CPF;
e Os digitos do numero do telefone celular;
e Os anos de ocorréncia dos Jogos Olimpicos.

Cada elemento de uma sequéncia é chamado de termo. Geralmente, utilizamos
uma letra acompanhada de um indice (como ay) para denotar os termos de uma

sequéncia, onde M indica a posi¢ao (ou ordem) do termo.

Por exemplo, a sequéncia numérica (8, 40, 27, 12)é uma sequéncia na qual

a1 = 8;
as = 40;
az = 27;¢e
ag = 12.

Temos dois tipos de sequéncias: as sequéncias finitas e as sequéncias infinitas.
Iremos conversar sobre elas a seguir.

T - F @
(&) vocg | 9k

¥ SABIA? j)
* A Sequéncia de Fibonacci e a proporc¢do aurea: a razdo entre numeros

consecutivos da sequéncia de Fibonacci (1,1,2,3,5,8,...) tende a razédo ¢, a

| proporcao aurea (=1,618), uma constante de infinitas casas decimais que
aparece na arte, na natureza e na arquitetura. Um exemplo é o formato
de conchas, como as do nautilus, que segue uma espiral de Fibonacci.

&%
AL
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Tipos de sequéncias numéricas

Sequéncia finita

Uma sequéncia finita é formada por um ndmero limitado de n termos, em que
* 7 .
n € N”. Podemos representa-la assim:

(a17 as, as, Tt An—2, Ap—1, an )

Em que:
e A1 é 0 primeiro termo;
e Q9 é o segundo termo, e assim por diante;
e Qp éo Ultimo termo; e
e An—1 € o penultimo termo, e assim por diante.

Sequéncia infinita

Uma sequéncia infinita é formada por um numero ilimitado de termos e pode ser
representada da seguinte maneira:

(CLl, as, as, )

Alguns exemplos de sequéncias infinitas sao:
e O conjunto dos numeros naturais: (0, 1, 2, 3, 4, ...)
e O conjunto de numeros primos: (2, 3,5,7,11,13,17,19, ...)

PROGRESSAO GEOMETRICA
Definicao
Uma Progressao Geométrica (PG) € uma sequéncia numérica onde cada termo, a

partir do segundo, é obtido multiplicando o termo anterior por um numero real
constante chamado de razao (denotado por q ).

Exemplo 1

A sequéncia (5, 10, 20, 40, 80, ---) € uma PG de razao 2. Podemos
constatar isso verificando que a multiplicacdo de cada termo pela razao é igual ao
termo subsequente:

a1-q=5-2=10=as
a2 q=10-2=20=aj

az-q=20-2=40 = a4, eassim por diante.

¢

e

g

w

\.'T X g
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Exemplo 2
1

A sequéncia (9, -3, 1, —%, %, > € uma PG de razéo — 3, pois:

1 9
al.ng.(—§>:—§:—3:a2

1 3

a2.q2—3.(_§>:§:1:a3

1 1
as-q=1- —3 :—§:a4,eassim por diante.

Exemplo 3
A sequéncia (7, (A Y (Y (S ) é uma PG de razao 1, pois:
a1-q="7-1=T7=ay

ag-q="7-1=7T= a3, eassim por diante.
Formulas da Progressao Geométrica

Razdo da PG

Vejamos a progressao geométrica do exemplo 1, dado na secdo anterior:

(5, 10, 20, 40, 80, ---)

Podemos obter a razao da PG por meio da divisdo de @2 por a1 :

as 10

q:—:—:2

ai 5

Ou obter arazdo da PG por meio da divisdo de @3 por @2 :

_a3_20_2
1=, ~ 10

il

NTO

i
%j_ g
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Mas também podemos obter o valor da razao pela divisdo de @4 por @3, e assim
obter o mesmo resultado, como demonstrado abaixo:

~

b ¢

% ® : 2 ® )
% Rotinas Pedagogicas Escolares == §

a4_40_

= — =2
as 20

q:

De forma geral, podemos calcular a razao de qualquer PG ao dividirmos um termo
qualquer por outro imediatamente anterior, ou seja:

Termo Geral da PG

Sejauma PG com razdo q e primeirotermo @1 .Como se trata de uma PG, por
definicao, o valor de a9 é obtido multiplicando a1 por @, ou seja:

az = ax +q
O valor de a3 pode ser obtido de forma analoga:
az =az-q
Vamos substituir o valor de a9 por @1 * @ para desenvolvermos um raciocinio:

2
a3 =az-q=(a1-9)-¢g=a1-q-q=a1-q
Seguindo a mesma logica, temos para a4.
_ _ 2 _ _ 3
a4y =as-q= (al°q ) 'q=a1-9q-q-q=40a1-g
Continuando apenas associando o termo ao seu resultado final, temos:
4
as = a1-q

5
ai-gq

ag

19
azyp — ai * q
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Ou seja, de forma geral, temos a seguinte formula para calculo do Termo Geral da
PG (considerandon = 1):

< an:al'qn_l )

PROGRESSAO GEOMETRICA E FUNCAO EXPONENCIAL

Na PG ha uma rela¢do entre o indice e o valor correspondente na posicao indicada
por esse indice. Essa correspondéncia pode ser expressa da seguinte maneira:

indice > 1—=a <« Posicdo indicada pelo
respectivo indice
2 — as
T — Gy

* *
Essa relacdo pode ser descrita por uma funcdo f: N — R, que associa a
posicdo X ao valor correspondente A4, na PG. A formula que define essa funcao é
dada pelo termo geral da PG.

[ f@=aa )

Dessa forma, algumas PG podem ser representadas por uma fun¢do do tipo
exponencial de base ¢ sendo ¢ >0 e q # 1

Exercicios

EXERCICIO 1. Calcule a razdo de cada PG:

s

a) —3,-9,-81,...
111
b) 1)5727§a°

c) 10,-10,10,-10,...

9,-3,1,——,...
d) 3

SEDU
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SOLUCAO.

Para calcular a razdo da PG basta dividirmos um de seus termos (e vocé pode
selecionar o que achar mais facil de calcular) pelo seu antecessor. E importante

salientar que ndo podemos selecionar o primeiro termo ja que este é 0 Unico que
ndo tem antecessor.

as -9
T e— T e— 3
a) q a 3
1
_% _ 3 _1
D e= =T T3
as —10
C) = = = —1
1= % ~ 10
as 1 1

EXERCICIO 2. Calcule o 6° termo de cada PG do exercicio anterior.
SOLUCAO.

Para calcularmos o 6° termo da PG, basta recorrermos a Formula do Termo Geral
com n=6, ou seja

a) ag=a;-q° =(-3)-(3)°=-3.243 = —729

1 1 1
d) = a, - 5:9.(__) :9.(__):__
%6 = @174 3 243 27
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EXERCICIO 3. Nos gréaficos abaixo, os pontos representam os termos de uma PG,

em que

é a posicdo do termo e f(x) é o seu valor correspondente.
Determine a férmula do Termo Geral da PG de cada grafico abaixo:

a) 8

M

B

ANST

S

S 4l

3-

2+

1k

0

0
SOLUCAO.

Sabemos que:

fl@)=a1-q¢*" z € N*
a1 = f(1)

f(z)
flz—1)

q= x € N*

Vamos aplicar aos itens da questdo (veja a pagina a seguir).

SEDU
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T
ay = 1 as — 4
ag = 2 a4 = 8
b)
3
a2
2 f————
1 aq
y i
DR
e
-2
-3
a
. —
-5
0 1 2 3 4
€T
a]; = —4 as — 1

Temos que
a| — f(l) =1 €
F2) 2
g= "~ ===2
1 1
Entdo

Assim, temos os pares ordenados (1,1), (2,2), (3, 4)
e (4,8) e a PG constituida é (1, 2, 4, 8).

Sabemos que

alzf(l):—4 €

Assim, temos os pares ordenados (1,-4), (2,2), (3,-1)e
(4, %) e a PG constituida é (-4, 2, -1, % ).
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Para cada PG a seguir, calcule a razao.

a)(10, 50, 250) e)(—1,—4,-16,...)

b)(10,5,...) f)(=3,18,-108, ...)

@(—30,—10,—%0,...) g)(2,2°,27,..)
55 5

0 (5, 5, 5) ) (272274 276 )

Observe a sequéncia numérica a seguir:

I 11

—., =, =, 1
2779737 73797

Mantida a lei de formacgéao, pode-se concluir que:
a) E uma PG, porque se considerarmos um termo qualquer e adicionarmos um valor
chamado constante da PG, obtém-se o niumero seguinte.
b) E uma PG, pois existe uma constante multiplicativa, chamada de razdo da PG, que é
igual a 1

3
c) Nao é uma PG, pois ela ndo é composta por numeros naturais.
d) Ndo é uma PG, pois ela possui duas razdes para uma mesma sequéncia, ou seja, 0
racional % e o natural 3.
e) E uma PG, pois existe uma constante multiplicativa, chamada de razdo da PG, que é

igual a 3.
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ATIVIDADE 3

O investimento em imoéveis € uma das formas mais tradicionais de investimento no
Brasil, especialmente devido a valorizacdo constante das propriedades nos ultimos
anos. Aqueles que adquiriram imoéveis nas cidades de Vitoria, Vila Velha, Goiania,
Curitiba e Floriandpolis obtiveram ganhos superiores a inflagdo nos ultimos cinco
anos.

Uma pessoa comprou um imével novo por R$ 100 000,00 em 2019, e o valor do imovel
aumentou 20% ao ano desde a sua compra. A seguir, veja a tabela com os dados da
evolucao do valor do imoével nos 5 anos seguintes a aquisicao.

Ano Valor do Imével (R$) a) O crescimento do va~Ior do imélve!, ano a ano,
segue uma Progressao Geometrica (PG). A
2019 R$ 100 000,00 razao da PG corresponde a base da funcado
2020 R$ 120 000,00 exponencial, representando a constante de
SES; EEEES ggggg multiplicacdo que, aplicada a cada termo
b : anterior da PG, gera o proximo termo da
2023 R$ 207 360,00 A
sequéncia.
2024 R$ 248 832,00

Determine o valor da razdo dessa sequéncia.

b) Considerando os dados da tabela, indique qual seria o valor de (CL1) da PG e
explique a importancia do primeiro termo (@1 ) na formulacdo de uma funcdo do tipo
exponencial que represente essa progressao.

c) Para prever o valor futuro de um imével, foram contratados profissionais para
transformar os dados coletados em funcdes matematicas. Assinale qual das funcdes
abaixo representa corretamente o crescimento do valor V(x) dos imoveis,
considerando x a posi¢do do valor na sequéncia e (x € N*),

O V(z) = 100 000
V(z) = 100000 + (1 2)
V(z) = 100000 + (1,2)*
O V(z) = 100000 - (1, 2)
V(z) = 100000 - (1,2)""

d) Se o expoente da funcao encontrada fosse apenas "x", em vez de "x - 1", os valores
registrados na tabela de valor do imdvel estariam corretos? Explique sua resposta.

eﬂ{ iR
&P f:ﬂﬁw




#,_ . . i i \
il % Rotinas Pedagégicas Escolares === §3

Uma empresa de marketing digital investe em anuncios online para aumentar sua
base de clientes. No primeiro més, a empresa conquista 10 novos clientes. A partir do
segundo més, o numero de novos clientes conquistados € o triplo do més anterior. Ou
seja, no segundo més, a empresa conquista 30 clientes; no terceiro més, 90 clientes, e
assim por diante.

A sequéncia que representa o numero de clientes conquistados a cada més é:

(10, 30, 90, 270, 810, ...)
a) ldentifique a razao da sequéncia.
b) Escreva a férmula do termo geral (), dessa sequéncia.

¢) Utilizando a féormula, calcule o numero de clientes conquistados no 9° més.

ATIVIDADE 5

O grafico a seguir representa uma progressao geomeétrica (PG) com n sendo um
numero natural ndo nulo, onde no eixo horizontal representamos a posi¢cdo do termo e
no eixo vertical o respectivo termo.

U'H 4

el 1! @ a) Escreva os termos dessa progressao

2 geomeétrica apresentados no grafico.

: b) Determine a razdo g dessa progressao

i R B geomeétrica.

i [ERE A

-1 EEE .i. e E.. ..?
1 -L.... ¢ L | :: 5 o c) Determine o valor do sexto termo dessa
@ PR— PPYPPP drranas Prananas annans —rrear® . PG.

0 1 2 3 4 5 n
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Considere um quadrado dividido em nove quadrados congruentes, em que se retira o
quadrado central. Nos oito quadrados restantes esse mesmo processo é realizado, e

assim sucessivamente.

O resultado obtido é conhecido como Tapete de Sierpinski.

1 iteracao

3 iteragbes

2 iteragOes

4 iteracoes

ATIVIDADE 7

No comec¢o do desenvolvimento embrionario, todos os tipos de células que irdo

constituir os diferentes tecidos originam-se de uma Unica célula chamada de “zigoto”

Com base nas informacfes fornecidas, €
possivel identificar a quantidade de
quadrados retirados nas quatro primeiras
iteracbes, que seguem a sequéncia: (1, 8,
64,512, ...).

a) Escreva o Termo Geral da Progressao
Geométrica (PG) relacionada a sequéncia
formada pela quantidade de quadrados
retirados em cada iteracao.

b) Determine quantos quadrados foram
retirados na 9? iteracdo. Para isso, expresse
o resultado como uma Unica poténcia (nao
é necessario calcular o valor dessa
poténcia).

ou “ célula-ovo”. Por meio de um processo chamado de mitose, cada célula se divide
em duas, ou seja, a célula-ovo origina duas novas células que, por sua vez, irao
originar quatro outras e assim sucessivamente. Apos observar 9 ciclos, um cientista
registrou 8 192 células. Assinale a alternativa que mostra o numero de células que
existiam quando o cientista iniciou a observacao.

a) 28
b) 30
c) 32
d) 34
e) 36
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Determine a razdo de uma progressdo geométrica, emqueo a; = 3 e ag = 9375,

ATIVIDADE 9

Em uma progressdo geométrica de razdo 2, a1 = 7 e Gn, = 3584, Determine o
numero n de termos desta PG.

=/ CONEXAO |

-

¥ ENEM |

(ENEM - PPL 2016) O padrao internacional ISO 216 define os tamanhos de papel
utilizados em quase todos os paises, com exce¢do dos EUA e Canada. O formato-base é
uma folha retangular de papel, chamada de AO, cujas dimensdes sao 84,1 cm x 118,9
cm. A partir de entdo, dobra-se a folha ao meio, sempre no lado maior, obtendo os
demais formatos, conforme o numero de dobraduras. Observe a figura: A1 tem o
formato da folha AO dobrada ao meio uma vez, A2 tem o formato da folha A0 dobrada
ao meio duas vezes, e assim sucessivamente.

[ [ B =
b 5 B |
- Al b Al G 1
E) S - ! ]
| | I 1 LR T !

f—— MBS e : 8% em —3| b—  1iB%3em —

Disponivel em: hitpptwikipedia.org.
Acesso em: 4 abr. 2012 {adaptado).

Quantas folhas de tamanho A8 sdo obtidas a partir de uma folha A0?
a)8

b) 16

c) 64

d) 128

e) 256
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SOMA DOS TERMOS DE UMA PG
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A progressao geométrica (PG) é uma sequéncia numeérica em que cada termo, a
partir do segundo, é obtido multiplicando o termo anterior por uma constante

chamada de razao (q). Vamos explorar como calcular a soma dos termos de uma PG
finita e infinita, com exemplos e aplicacdes.

Soma dos Termos de uma PG Finita

A soma dos n primeiros termos de uma PG finita é dada pela expressao:
Sp=a1+ay+---+ap_1+ay,

Utilizando a férmula do termo geral de uma PG, temos:
Sp=a1+a1-q+---+a-q" *+a-q"* Eq. 1

Multiplicando ambos os membros da equacao por g:

q-Sn=gq-(a1+ar-q+---+a1-¢"*+a1-¢"")

¢-Sp=ar-q+ar-¢’+--+ai-¢" ' +ar-q¢" Eq.2

Fazendo Eqg. 1 - Eq. 2, temos:
Sn—q-Sp=(a1+a1-g+--+a1-¢"") —(a1-g+ar-¢°+---+ar-q")

Sp—q-Sp=ai+ai-g+-+a-¢"' ~ar-g-ar-¢’ - —ar-q"

Sn—q-Sn=a1+M—M+/+M4—W—a1-q”

Sn_q'Sn:afl_afl'qn
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Fatorando:
Sp-(1—¢q)=a1-(1—q")
Isolando g
1 — q"
Spn = a1 1) parag#1
1—gq

Exemplo pratico
Considere uma PG finitacom a1 = 2, g = 3, com um total de 4 termos. Calcule a
soma dos 4 termos dessa PG.

— " _ 94
Sn:afl'll_qq —>S4:2-11_33
1—-281 —80
=2 —— =2-——=2-40=80
—2 —2

Portanto, a soma dos 4 primeiros termos é 80.

Como trata-se de poucos termos, podemos verificar se a soma esta correta
escrevendo a PG e somando cada elemento da sequéncia.

0,1:2

a2=6 a _ —
% 1+as+a3s+as=2+6+ 18+ 54 =80

a3=18

a4:54

SEDU
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Soma dos Termos de uma PG Infinita

i3

Quando —1 < g < 1, é possivel calcular a soma de uma PG com numero infinito de
termos, pois ¢" tende a zero conforme T cresce. Nesse caso, a formula da soma é:

1_ o0
I
l1—gq
Como-1<qg<1:
1-0
S=a;  ——
aq 1_q
Logo:
o : para — 1 < g < 1.
l1—q

Exemplo pratico

Considere uma PG infinitacom a1 =5 e ¢ = 3 Calcule a soma dos infinitos

termos desta PG.

5 5
5= = =31 -3
3 3

P , 15
Portanto, a soma dos infinitos termos desta PG é - ou75.
] a

Exercicios Resolvidos l( T

Agora que vocé conhece um processo mais pratico para determinar a soma dos
termos de uma PG (as férmulas), vamos resolver alguns problemas. A
resolucao de problemas sobre PG, geralmente, requer:

SEDU
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1.1dentificar os elementos conhecidos: verifique quais parametros da PG
(@1,9, n,ou Sy,)sao fornecidos no problema.

2.Determinar o objetivo: descubra qual elemento precisa ser calculado.

3.Escolher a formula adequada (ou outro procedimento): baseie-se nas

condic¢Bes fornecidas (PG finita ou infinita) e no que é pedido.

Problema 1: crescimento de uma populacao de bactérias

Em um laboratério, a populacdo de uma colbnia de bactérias triplica a cada hora.
Verificou-se que ao final da primeira hora havia 2 bactérias na coldnia. Quantas
bactérias havera ao final de 5 horas?

SOLUCAO.

Primeiro, identificamos os elementos da PG no problema:
e Como, inicialmente, havia 2 bactérias,a; = 2;
e Como as bactérias triplicam a cada hora, ¢ = 3 ;

e Queremos saber o resultado ao final da quinta hora, entdo n = 5;

e Como ha um n definido igual a 5, trata-se de um problema de soma de termos
de uma PG finita, portanto queremos obter o valor de Sh.

Assim:

1—q" 1—3° 1 — 243 —242
Sn:a1°—q—>55:2' :2.—:2.—:2.121
1—g¢q 1-3 -2 -2
Sy = 242

Portanto, teremos 242 bactérias ao fim de 5 horas.

AR
L N
o
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Problema 2: desempenho de uma bola de basquete

Uma bola de basquete € jogada de uma altura de 4 metros e quica repetidamente. A
cada quique, a altura atingida € 60% da altura anterior. Qual a soma das alturas
atingidas em todas as subidas, considerando que a bola quica indefinidamente?

SOLUCAO.

Primeiro, identificamos os elementos da PG no problema:

e Abola é solta de uma altura de 4 metros, a1 = 4 ;

6 3
e Acada quique a altura é de 60% da altura anterior, ¢ = 60% = 0,6 = 0°- 5
e Como nao hd um n definido, trata-se de um problema de soma de termos de uma PG

infinita, portanto queremos obter o valor de S'.

Assim:

Assim, a soma das alturas que a bola atingiu é de 10 metros.
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Problema 3: os perimetros dos quadrados

(BONJORNO; GIOVANI; SOUZA, 2020) O lado de um quadrado mede ¢ unidades de
comprimento. Unindo-se os pontos médios dos lados opostos, obtém-se quatro
novos quadrados. Se procedermos assim, sucessivamente, obteremos novos
quadrados cada vez menores, conforme a figura, que mostra parte de uma
sequéncia infinita. Determine a soma dos perimetros de todos os quadrados
coloridos dessa sequéncia.

{ {
s I IEI

8 Teo|~

SOLUCAO.

O perimetro de um poligono é a soma das medidas de seus lados. O quadrado, por
definicao, € um poligono de quatro lados congruentes. Portanto, seu perimetro é
obtido multiplicando a medida de um de seus lados por 4.

Assim, na questao proposta:
e O primeiro quadrado tem lado de medida £, resultando em um perimetro de
4.4
e O segundo quadrado tem lado de medida £ resultando em um perimetro de
e ?
e O terceiro quadrado tem lado de medida g resultando em um perimetro de

A==,

E assim por diante, de forma que a sequéncia formada pelos perimetros desses
quadrados subsequentes forma a seguinte PG infinita:

AR
4‘0 &
B
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E solicitado, no enunciado, o célculo da soma dos perimetros que pode ser obtida

através da formula

S = : para— 1 < g < 1.

O primeiro termo é a; = 4 - £ e a razdo pode ser obtida dividindo, por exemplo, o

segundo pelo primeiro termo:

ap fl'/ 1

azz/{z_/:2

Como —1 < g < 1 o somatério dos termos infinitos desta PG converge para um

numero real:

4. . 4 -
S: a1 = gl = Zf: 1£:4£2:8£
l-¢ 1-5 2 3

Portanto, a soma dos perimetros dessa sequéncia de quadrados é 8 - /.

Problema 4: progressoes geométricas e fractais

(BONJORNO;GIOVANI; SOUZA, 2020 - Adaptado) A sequéncia de figuras abaixo ilustra
0s cinco primeiros passos da construcdo do Triangulo de Sierpinski. Em cada etapa,
novos triangulos brancos sdao removidos da figura anterior, sendo seus vértices os
pontos médios dos lados dos triangulos pretos remanescentes.

A LG8 0

Denotamos por @, 0 numero de triangulos pretos na T-ésima figura da sequéncia.

Observando os primeiros termos, correspondente aos triangulos acima, temos:
ay — 1, as — 3, as — 9, ag — 27, as — 81.

Mantendo esse padrdao de crescimento, determine o valor de n correspondente a
figura que contém exatamente 2 187 triangulos pretos.

dn ) : 2 ® X
| "% Rotinas Pedagogicas Escolares ==
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SOLUCAO.

Observamos que a quantidade de triangulos pretos segue a sequéncia de PG em
que cada termo é obtido multiplicando o anterior por 3:

an

an:3'axn—1 :3:q

apn—1

Portanto, temos uma PG com primeiro termo a1 = 1 erazdo q¢ = 3.

Adaptando a férmula do termo geral da PG para os valores que conhecidos:

an=a1-¢" ' va,=1-3"1 54, =3""

4 % Rotinas Pedagdgicas Escolares =
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[ Rascnhe )

Queremos encontrar 1 tal que a, = 2187, portanto:
: . 2187 | 3
— — n—
a,=3""1-2187T=3""1- 3" =3 " — 2ol
7T=n—1—-n=7+1=8 81[3 o o

27 | 3

93

Concluimos que a figura com 2 187 triangulos pretos 3|3
corresponde a oitava posi¢ao da sequéncia. \_ 1 )
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ATIVIDADE 1

A comporta de uma hidrelétrica esta sendo aberta de forma que, a cada segundo, a
quantidade de agua despejada dobra. No primeiro segundo, o volume de 3agua
despejado foi de 3 000 litros. Qual é a quantidade total de dgua despejada por essa
hidrelétrica apds 7 segundos, em litros?

a) 21 000

b) 63 000

c) 189 000

d) 192 000

e) 381 000

Marcos, administrador de um site informativo, analisou o nimero de visualiza¢des
de uma postagem de marketing nos primeiros 8 minutos apds sua publicacdo. No
primeiro minuto, 6 pessoas visualizaram a postagem, e a cada minuto seguinte, o
numero de novos visualizadores triplicava. Assim, 2 minutos apds a publica¢ao, 18
novas pessoas haviam visualizado a postagem; no terceiro minuto, foram 54, e
assim por diante. O total de pessoas que visualizaram a publicacdo ao final dos 8
minutos foi:

a) 13120

b) 13122

c) 19 680

d) 19 683

e) 46 656

ATIVIDADE 3

Determine a soma dos seis primeiros termos da PG (2, -8, 32, ...).

SEDU

75



|

~

% ® : 2 ® )
% Rotinas Pedagégicas Escolares == §

Esio (esomeprazol magnésico) é indicado para o tratamento de doencas &cido-
pépticas e para o alivio dos sintomas de azia, regurgitacdo acida e dor epigastrica.
Sua meia-vida de eliminacdo plasmatica é de aproximadamente 1 hora, quando

administrado em doses repetidas, uma vez ao dia.
Disponivel em: <https://consultaremedios.com.br/esio-comprimido/bula>. Acessado em:
16/12/2024. (Adaptado)

Considerando que um paciente ingeriu um comprimido de Esio pela manh3, a
quantidade do medicamento na corrente sanguinea segue uma progressao
geomeétrica: na primeira hora, havia 20 mg; na segunda hora, restavam 10 mg; na
terceira hora, 5 mg permaneciam no sangue, e assim por diante. Portanto, a
quantidade de medica¢do presente na corrente sanguinea do paciente na sexta
hora apés a ingestao sera:

a)5mg

b) 2,5 mg

c) 1,25 mg

d) 0,625 mg

e) 0,3125 mg

ATIVIDADE 5

(SADEAM-2013) Um fazendeiro fabricava queijos utilizando 512 litros de leite
diariamente. Para diminuir a intensidade do trabalho decidiu, de forma gradativa,
parar de fabricar queijos e revender o leite. Na primeira semana, apds essa decisao,
ele vendeu 8 litros de leite por dia; na segunda semana, 16 litros por dia; na terceira
semana 32 litros por dia; e assim por diante, até que todos os 512 litros fossem
totalmente vendidos por dia.

Mantendo o mesmo padrdo nas vendas de leite, em quantas semanas o fazendeiro
conseguiu substituir totalmente a producdo de queijos pela venda do leite?

a)3

b) 6

Q7

d) 33

e) 64
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Em um parque de diversdes, um brinquedo distribui fichas de prémios para os
visitantes por meio de um mecanismo especial. No primeiro giro, o visitante recebe
20 fichas. A cada giro subsequente, o numero de fichas distribuidas é reduzido pela
metade em relagdo ao giro anterior, seguindo uma progressao geomeétrica.
Considerando essa dinamica, podemos calcular a quantidade total de fichas que um
visitante recebera apds um numero infinito de giros. Qual é esse valor?

a)10

b) 20

c) 30

d) 40

e) 50

ATIVIDADE 7

SEDU

A soma dos 10 primeiros termos de uma progressao geométrica é 4 092. Sabendo
gue a razao dessa progressao é igual a 2, o primeiro termo da sequéncia é:

a)2

b) 3

04

d)5

e)6

Qual é a quantidade de elementos da PG, finita (1, 2, 4, ...), sabendo que a soma
dos termos dessa PG, é 1 023?
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ATIVIDADE 9

A dengue é uma doenca viral que afeta milhares de brasileiros a cada ano,
representando um dos maiores desafios para a saude publica no pais. Até a Semana
Epidemioldgica (SE) 52 de 2024, o Brasil registrou 6,6 milh8es de casos provaveis da
doenca. O numero de 6bitos confirmados ja chega a 5 915, enquanto 1 088 mortes
ainda estdao em investigacdo. Devido a gravidade da epidemia, diversos estados e
municipios declararam situa¢do de emergéncia nesse ano. A seguir, apresentamos a
distribuicdo dos casos provaveis de dengue, conforme os dados do Sistema de
Vigilancia de Arboviroses, por raca/cor, em porcentagem.

Raca/cor (%) dos casos provaveis, 2024

100%

35,0%

17.0%
51%
|

Amarela Branca Indigena Parda Preta Sem
inf./ignor..

0%

Disponivel em: <https://www.gov.br/saude/pt-br/assuntos/saude-de-a-a-z/a/aedes-aegypti/monitoramento-das-
arboviroses>. Acessado em: 12/12/2024.

Suponha que uma fémea do mosquito Aedes aegypti (17 geracao), infectada com o
virus da dengue, coloque 200 ovos em um reservatdrio com agua parada no quintal
de uma casa. Considerando as gera¢des futuras, temos as seguintes condicdes:
e Metade das crias serao fémeas.
¢ 30% das fémeas nascerdo infectadas com o virus da dengue.
e As crias se reproduzirdao no mesmo local e com a mesma proporc¢ao de infec¢cdo de
sua mae.

a) Qual sera o numero de fémeas infectadas do Aedes aegypti nesse reservatério na
2% geragao?

b) Considerando que o numero de mosquitos Aedes aegypti nas geracdes
subsequentes segue uma progressdao geomeétrica, escreva a sequéncia das
guantidades de fémeas infectadas nas 5 primeiras geracdes, partindo da 12 geragao

com 1 Unica fémea.

c) Qual sera o total de fémeas infectadas no final da 5% geracdo?



https://www.gov.br/saude/pt-br/assuntos/saude-de-a-a-z/a/aedes-aegypti/monitoramento-das-arboviroses
https://www.gov.br/saude/pt-br/assuntos/saude-de-a-a-z/a/aedes-aegypti/monitoramento-das-arboviroses

'#_ & s & L ]
4 ;.\! Rotinas Pedagogicas Escolares ==

7 -

"=l conexRo |

¥ ENEM
v M

(ENEM - 2018) Torneios de ténis, em geral, sdao disputados em sistema de
eliminatéria simples. Nesse sistema, sdo disputadas partidas entre dois
competidores, com a eliminacdo do perdedor e promo¢do do vencedor para a fase
seguinte. Dessa forma, se na 1?2 fase o torneio conta com 2n competidores, entao
na 2?2 fase restardo n competidores, e assim sucessivamente até a partida final.

Em um torneio de ténis, disputado nesse sistema, participam 128 tenistas.

Para se definir o campedo desse torneio, 0 numero de partidas necessarias € dado
por:

a)2x128

b)64+32+16+8+4+2

C)128+64+32+16+8+4+2+1

d)128+64+32+16+8+4+2

e)64+32+16+8+4+2+1

*r
5{,,;_ g
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' ~~ RETOMANDO O ’
QUE APRENDEMOS

¢

Chegou o momento de pensar sobre o que vocé aprendeu neste capitulo.

\g

¥

As Expectativas de Aprendizagem apresentadas no inicio indicavam os principais
objetivos do estudo sobre Potencia¢do, Func¢dées Exponenciais e Progressoes
Geométricas. Agora, vale a pena refletir: o quanto vocé avancou em relacdo a cada
um deles?

ﬂf Reflita sobre sua aprendizagem
«-9®

)> Sei efetuar potenciacdes com expoentes inteiros e racionais, aplicando as propriedades
corretamente?

)> Consigo identificar e representar uma funcdo exponencial, reconhecendo se ela
descreve crescimento ou decrescimento?

)> Sei construir e interpretar o grafico de uma funcdo exponencial, compreendendo o
papel da base e de outros parametros?

)> Consigo identificar uma Progressdo Geométrica (PG) e determinar seu termo geral e a
soma de seus termos?

> Entendo a relacdo entre PG e funcdo exponencial, percebendo que ambas envolvem
crescimento ou decrescimento multiplicativo?

)> Sou capaz de resolver problemas que envolvem fun¢es exponenciais ou progressdes
geomeétricas em contextos reais, como financas, ciéncias ou tecnologia?

Autoavaliacao

Marque a opg¢do que melhor representa como vocé se sente em relacdo ao seu
aprendizado neste capitulo:

Consegui X
. . Compreendi . .
Expectativa de Aprendizagem compreender arcialmente Preciso revisar
bem P
Potenciacdo com expoentes inteiros e racionais O Q Q
Identificacdo e representacdes de fungdes O O O
exponenciais
Regularidades, termo geral e soma dos Q O Q
termos em PG
Resolucdo de problemas com crescimento O O Q
ou decrescimento exponencial

iy . . , . N y . .
l/ - Dica: Revise os tOpICOS que voCce marcou como “preciso revisar e

° converse com seu(sua) professor(a) sobre as duvidas. Aprender
Matematica € um processo que se fortalece com a pratica e com o dialogo.

SEDU
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Prezado(a) estudante,

Vocé ja se perguntou como cientistas medem a intensidade de um terremoto, o nivel
de acidez de um alimento ou a poténcia de um som? Em todas essas situa¢des, ha

algo em comum: o uso dos logaritmos.

Os logaritmos surgiram como uma poderosa ferramenta matematica para
simplificar calculos e compreender fendmenos de crescimento e decaimento que
variam de forma muito rapida. Eles estdo diretamente ligados a potenciacao, pois o
logaritmo nada mais é do que o0 expoente que precisamos aplicar a uma base para
obter determinado numero.

O que vocé vai estudar neste capitulo

Neste capitulo, vocé vai compreender como a potenciacdo e o logaritmo se
relacionam e como essa ideia apoia o estudo das fun¢bes logaritmicas. O percurso
comeca com a definicdo e o calculo de logaritmos, passando pelo uso de suas
propriedades na resolucdo de problemas. Em seguida, vocé estudara as fungdes
logaritmicas, aprendendo a identificar suas caracteristicas principais, como a base, o

dominio e o comportamento de crescimento.

Vocé também sera convidado(a) a construir e interpretar graficos, observando como
as alteracBes nos parametros influenciam a forma da curva. Por fim, vai comparar as
fung¢des logaritmicas com as fung¢des exponenciais, percebendo que uma é a inversa
da outra, e aplicara esses conhecimentos para analisar situacdes reais, como escalas
de pH, Richter, decibéis e problemas de Matematica Financeira.

Expectativas de aprendizagem
Ao final dos estudos propostos por este capitulo, espera-se que vocé seja capaz de:

Definir logaritmo e relaciona-lo a potenciacao;

Resolver problemas que envolvem logaritmos e suas propriedades;

84



Conces

0 Identificar, representar e interpretar fun¢des logaritmicas e seus graficos;

0 Comparar funcbes exponenciais e logaritmicas, compreendendo sua relacdo

de inversao;

Q Aplicar o conhecimento sobre logaritmos em contextos cientificos,

tecnologicos e financeiros.

Ao concluir este capitulo, vocé sera convidado(a) a retomar essas expectativas e

refletir sobre o que aprendeu. Essa autoavaliacdo ajudara vocé a perceber o quanto

evoluiu e 0 que pode aprimorar.

SEDU
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tos & Conteudo

DEFINICAO DE LOGARITMO

Sejam a,b € R} , em quea#1.Se a® =>b, o expoente z é chamado de
logaritmo de b na base a.

Representamos essa relacdo como:
log,b =2 se, e somente se, a®=1b

em que:

e T éo logaritmo;

e b éalogaritmando; e
e a éabase.

Observacao: Logaritmos de base 10 podem ser representados sem a numerac¢ao da
base, ou seja,

log;yb =logb
Exemplos

e Em 2% =32, 5é o0 logaritmo de 32 na base 2, ou seja, log, 32 = 5.

e Em 3% =81, 4¢éo0logaritmo de 81 na base 3, ou seja, log; 81 = 4.

e Em 10% = 1000, 3 é o logaritmo de 1000 na base 10, ou seja, log 1000 = 3.
e Em 7° =1, 0éo0logaritmode 1 nabase 7,ouseja, log 1=0.

1 1
e Em 7! = Iz -1 é o logaritmo de % na base 7, ou seja, log, - = —1.

PROPRIEDADES DECORRENTES DA DEFINICAO

19 propriedade: o logaritmo de 1T em qualquer base é igual a

Zero.
< log,1 =0 )

SEDU

86



N

B % ¢ iy A
4 ;{ Rotinas Pedagogicas Escolares == £

Justificativa da 1° propriedade

log,l=z2a"=1<a*=ad"=z=0

Exemplos
* log,1=0
° lOg\/i 1=0

2° Propriedade: quando o logaritmando é igual & base, o logaritmo

él.
<logaa=1>

Justificativa da 2° propriedade

log,a=za"=as =1

Exemplos
L ].Og25 25 — ].

e log. m=1

3% propriedade: a poténcia de base a e exponente log, b

éigual a b.
< alogab — b >

Justificativa da 3° propriedade

Por definicdo, log, b é igual ao expoente que quando aplicado a base a resulta

em b . Portanto, ql°8.% — p.

Exemplos
° 210g27 — 7

° ﬂ_logwx/i _ \/5
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4° Propriedade: [ogaritmos de mesma base sdo iguais se, e somente
se, seus logaritmandos forem iguais.

Gogabzlogac®b=c>

Justificativa da 4° propriedade

CIJ:b
logabzlogac:x{ax Sb=c
a® =c

Exemplos

e log,b=10g,0,2 < b=0,2
. log:vzlog\/g@a::\/g

PROPRIEDADES OPERATORIAS DO LOGARITMO

Logaritmo do produto

< log, (b-c) =log, b+ log,c >
Exemplos

[ ] 10g2 (3 . 5) — ].Og2 3 —|_ ].0g2 5

e logb=1og2:-3=1og2-+log3

Logaritmo do quociente
< log, % =log,b—log,c >
Exemplos
. log% = log 1l — log 2

3
o 10g7 O, 3 — ].Og7 1_0 — ].Og7 3 - ].Og7 ].O
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Logaritmo da poténcia

< log, b™ =m -log, b >

e log,5°=3-log, 5

Exemplos

1
e logV3= log() :§-log3

Logaritmo com poténcia na base

1
< log,nb=— -log, b >
n

1
o logsm= 3 -logs m

Exemplos

* log 510 =log 110 = -logy 10 =1-2-log, 10 = 2 - log, 10

(2)2

Mudanca de base

Exemplos

log, 3

° ]- —
082 3 log, 2
log, 8

log 8 =
%%~ 1og, 10

SEDU
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ESCALA RICHTER E LOGARITMO

A escala Richter é amplamente utilizada por sismélogos para medir e comunicar a
magnitude de terremotos. Essa magnitude é calculada com base na razao entre a
intensidade do terremoto, representada por I, e uma intensidade de referéncia,
Iy, correspondente ao menor movimento sismico detectavel por um sismégrafo.
Como os valores podem variar de milhares a até bilhGes de vezes o valor de
referéncia, utiliza-se o logaritmo da razao para simplificar a leitura e a interpretagao
dos dados. Os valores da escala Richter sdo frequentemente arredondados ao
décimo ou centésimo mais proximo, garantindo uma apresentacdo mais pratica e
precisa. A férmula que define a escala Richter é:

I
0

Escala de magnitude de terremotos

Moderado Forte

Muito forte

Fonte: Brasil Escola

Exemplo

Um terremoto 9 na escala richter equivale a um tremor 1 000 000 000 (um bilhdo)
de vezes maior que a escala de referéncia, pois:

1000000000 - k¢
log

”

) — log 1000 000 000 = log 10° =9-1)g/1’(f1 =9
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EXERCICIO 1. Utilizando as propriedades dos logaritmos, resolva:
a) log,16

b) 9-logs V5

) log,8

d) log;y, 10000

e) logim

SOLUCAO.

a) log,16 = log,2' = 4- logs? —4-1—4

b) 9-1og5€/3:9.1og5(5)%:9% logs 5 = 9 %-l}g{fl—g-%-l—%—?)
o 10g48:10g28:10g223:3-pg{f1:3-123
log, 4 log, 22 2'M1 2.1 2
d) 1og,4, 10000 = log,,: 10* = %- logs 10 = % —9
e) log%W:logﬂlﬂ'zlogwlw:_Ll-l 7r71'1:_—1:—1

EXERCICIO 2. Calcule os logaritmos sabendo que log 2 ~ 0, 301 ;
log3 ~ 0,477 ; logh~ 0,699 e log7~ 0,845.

a) log105

b) log 108
o log V72

d) log2,4
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SOLUCAO.

a) log105 =1log(3-5-7) =1log3+ logh+ log7
= 0,477+ 0,699 + 0,845 = 2,021

b) log108 = log (22 : 33) =log2% +1og3®> =2-log2+3-log3
=2-0,301+3-0,477 = 0,602 4 1,431 = 2,033

c) logv72=1logv/23-32 = log( \/3) log 2 + log v/ 32 10g2+10g33

2 2
:10g2—|—§-log3:0,301—|—§-0,47720,301—!—0,318:0,619
d) log2,4 = log% log 24 — )g/]f[fv log 23 —1:10g23+10g3—1
’ 10
=3-log2+1log3 -1=3-0,301+40,477-1=0,903 + 0,477 —1=10,38

EXERCICIO 3. Se a intensidade de um terremoto foi determinada como sendo
100 000 vezes a intensidade de referéncia, qual € a leitura na escala Richter?

SOLUCAO.

Sabendo que I = 100000 - I, temos:

I 100 000. I, 100 000. %4
0g (IU) — M Iog( I ) 0g ( ‘:t{ )

= log(10°)
10" = 10°
M=5
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LIVROS DIDATICOS

ESCALA RICHTER

Matematica em Contexto: fung¢ao exponencial, funcao
logaritmica e sequéncia. (DANTE).

Capitulo 2: Funcdo logaritmica.
e Logaritmo. (p. 70 - 82)

Prisma Matematica: fungoes e progressoes.
(BONJORNO)

Capitulo 3: funcdo logaritmica.
e [ntroducdo. (p. 86 - 98).

¢

‘ Ep:-'ll'-ﬁ'-'sﬂ \
Ampliando as discussdes sobre
ESCALA RICHER m
‘ -'—'-'-l-- "o Rl \
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Atividades &

O logaritmo € uma operacdo matematica inversa a exponenciacdo. Em termos
simples, ele responde a pergunta: "A que poténcia devemos elevar um numero
(chamado de base) para obter um determinado valor?”

A expressdo de um logaritmo é geralmente escrita da seguinte forma: log,b=c
onde a e b sdo numeros reais, coma>0,a # 1, e b > 0. Assim, quando dizemos que o
logaritmo de b na base a € igual ao numero real ¢, podemos representar da forma:

a)a = b°
b)b=af
c)c=10"
d)b=c"
e)c=a

Em cada caso a seguir, calcule o valor da poténcia e depois escreva o logaritmo
correspondente. Por exemplo: 3* = 81, entdo log; 81 =4 .

a)2? d)37!
b) 72 e) 7%
¢) 10° )52

ATIVIDADE 3

Usando a defini¢do, calcule o valor de cada logaritmo.

a)logs 16 = f)log; 1 =

b) logs 27 = g)logs 8 =

¢) logs 125 = 1) logs (%) _
d) logio1 000 = log 1000 = i) 1010 0,01 =
e)log 10000 = J) log% 32 =

SEDU
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ATIVIDADE 4

Utilizando as defini¢bes de logaritmos, determine em cada caso o valor de A.

a)A = logs 36 + log, 4

b) A =1lo381 —logy 1 + log 100

ATIVIDADE 5

Utilizando as consequéncias da definicdo de logaritmos, determine em cada caso 0s
valores desconhecidos de x.

a)logs © =4
b)log, 9 =2
¢)logs x = logs (g)
d) 30932 = g

ATIVIDADE 6

Calcule os logaritmos a seguir considerando log 2 =~ 0,30, log3 ~ 0,48 e logb ~ 0,70

a)log 15 = d) log (g) =
b)log 6 = e)log 1,5 =
c)log 32 = f)log 30 =
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ATIVIDADE 7

Utilizando as propriedades operatérias dos logaritmos, determine o valor da
expressao A, em cada caso.

a) A =logh + log 200

b) A = log, 100 — logs 25
c)A=1og30+logT7—log21

d) A =log, (0,5)° — log 100~*

Considere que log2 =~ 0,30, log3 =~ 0,48 e logh ~ 0,70 , com aproximacdo de duas
casas decimais e usando a propriedade de mudanca de base, determine em cada caso

o valor do expoente x.

a)2® =3
b)100° = 3
c)2* =5
d) 5% = 27
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ATIVIDADE 9

O pH do sangue dos seres humanos, em condi¢des normais, é 7,4 (levemente basico).
Algumas altera¢bes, como certas doencas, podem modificar esse valor. Pode-se
calcular o pH do sangue pela equacao de Henderson-Hasselbalch, dada por:

B
H=6,1+1 —
510 (2)

em que B representa a concentracdo de bicarbonato, a substancia basica (ou alcalina),
em mmol/l, e C representa a concentra¢ao de acido carbdnico, a substancia acida, em
mmol/l. Calculando o pH do sangue de uma pessoa cuja concentra¢ao de bicarbonato
é de 25 mmol/l e de acido carbdnico € 2 mmol/l, obtemos:

Dados: [og2 ~ 0,30 e log5 ~ 0,70 (mmol/l significa milimol por litro.)

a) 6,5 mmol/I
b) 7,1 mmol/I
¢) 7,2 mmol/I
d) 7,8 mmol/I
e) 18,6 mmol/I

Uma instituicdo financeira cobra juros de 10% ao més sobre o saldo devedor do cartao
de crédito, caso a fatura ndo seja paga até a data de vencimento. Um cliente que
deixou de pagar seu boleto, no valor de R$ 400,00, em um determinado més, so
conseguiu quitar a divida meses depois, pagando R$ 640,00. Sabendo que a expressao
M =400 - (1, 1)t relaciona o montante M (valor total acumulado) com o tempo t de
atraso, em meses, o tempo necessario para que a divida atinja R$ 640,00, caso ndo seja
paga, sera de: (Considere: log2 ~ 0, 30; log 1,6 ~ 0,20 e log 1,1~ 0,04 ),

a) 2 meses
b) 3 meses
c) 4 meses
d) 5 meses
e) 6 meses

‘-—: X g
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DEFINICAO DE FUNCAO LOGARITMICA

Conceitos & Contevudos

-
N

Seja @ um numero real positivo diferente de 1 (a >0 e a # 1), a fungdo
f:RY — R dada por

f(z) =log, x

é denominada fungao logaritmica de base a.

Exemplo:
Seja a funcao f(x) = logs

e f(1)=logs1 =0, pois 5° = 1.

o f(125) = log; 125 = 3, pois 5° = 125.
1 1

1
. — | =logs — = —2, pois 5 2= —.
f (25) ©85 25 PO 25

COMPORTAMENTO GRAFICO DA FUNCAO LOGARITMICA

A funcao logaritmica pode ser crescente ou decrescente, dependendo do valor de
sua base. E importante lembrar que a base deve ser sempre um nimero positivo e
diferente de 1. Assim, considerando uma funcdo logaritmica qualquer de base a, o
grafico pode apresentar dois comportamentos distintos:
e Crescente: A resposta da funcdo aumenta a medida que & aumenta. No caso da
fungdo logaritmica, isto ocorre quando a base é maior que 1, ou seja, a > 1.
e Decrescente. A resposta da funcdo diminui a medida que x aumenta. Isto
ocorre quando a base estaentre0e 1,istoé, 0 <a < 1.

Portanto, a base da func¢do logaritmica define diretamente o crescimento ou
decrescimento da funcdo, e consequentemente, de sua representacao grafica.
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Funcdes Logaritmicas Crescentes

Vamos, entdo, iniciar nossa analise pelo comportamento grafico das fungdes
logaritmicas crescentes. Para isso, consideremos a func¢do logaritmica de base 2
aplicada a poténcias de dois, o que facilita os calculos e a construcao do grafico.
Observe, na tabela abaixo, que a medida que  aumenta, o valor da funcdo também

cresce, confirmando seu carater crescente.

fz) =logy @
1 1 9 1
T=7 logQZzlog22 :—2-%21 = -2
1 1 _ 1
w=5 log2§:10g221:—1-1)g{2’:—1

0
1

z=1 logs T
=2 Ml

T =4 10g24:103222:2'M1:2

Tabela 1: Desenvolvimento dos calculos para esbocar o grafico da funcao f(a:) = logz x.
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Vale ressaltar que o dominio dessas funcdes €& composto exclusivamente por
numeros positivos. Isso significa que ndo consideramos valores negativos de &, pois
o logaritmo de um numero negativo nao esta definido no conjunto dos numeros

reais.

Na figura 1 podemos ver o grafico da funcao estudada, onde é possivel observar seu
crescimento. Nota-se que, inicialmente, a inclinagdo é mais acentuada, tornando-se

gradativamente menos inclinada a medida que x aumenta.

Funcdes Logaritmicas Decrescentes

Agora, vamos analisar o comportamento grafico das fung¢des logaritmicas
decrescentes. Para isso, tomemos como exemplo a funcdo logaritmica de base %
aplicada a poténcias de dois. Assim como no caso crescente, essa escolha simplifica
os calculos e nos permite esbocar o grafico com mais precisao. Observe, na tabela
abaixo, que a medida que I cresce, os valores da funcdo diminuem, confirmando

sua natureza decrescente.

f(z) = log, @

1 1 N -2 1

a:=Z logézzlogz_ﬂ2:_—1-1),g{2'v =2-1=2
1 1
2

1 1
T =2 1og%2=10g2,12=_—1pg{2":—1-1=—1
2 1
_ _ 2 __ _ _
z =4 log%4_log2,12__—1pg{f_—2-1_—2

Tabela 2: Desenvolvimento dos calculos para esbocar o grafico da funcao f(a:) =logi x.
2

Assim como na funcdo logaritmica crescente, o dominio continua sendo composto
apenas por numeros positivos. Isso se deve ao fato de que o logaritmo de numeros

negativos ndo esta definido no conjunto dos numeros reais.
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A seguir, apresentamos o grafico dessa funcdo, no qual é possivel observar seu
comportamento decrescente. Nota-se que, inicialmente, a inclinacdo é mais
acentuada, tornando-se gradativamente menos inclinada conforme x aumenta,

evidenciando a desaceleracdo da taxa de variacao da funcgao.

-2

Figura 2: Grafico da funcdo logaritmica crescente f(al) = log% T,

CARACTERISTICAS COMUNS A TODA FUNCAO LOGARITMICA

Vejamos algumas caracteristicas validas para qualquer funcao logaritmica.

Dominio e imagem

e Dominio: o valor de x de uma funcdo logaritmica é sempre estritamente
positivo (97 > 0). Isso ocorre porque o logaritmo de um numero negativo ou
zero ndo esta definido no conjunto dos numeros reais.

o Imagem: f(x) pode assumir qualquer valor real (f(z) € R).
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Funcao bijetiva

A funcao logaritmica é injetiva, pois para quaisquer dois elementos distintos 1 € T2

no dominio, os valores correspondentes da funcdo, f(x1) e f(x2), também sdo
distintos.

Além disso, a funcdo logaritmica é sobrejetiva, pois, para qualquer ndmero real b ,

sempre existe um Unico nimero real positivo  que satisfaz a equacdo log, x =b.

Consequentemente, a func¢ao logaritmica é bijetiva.

Intersecdo com o eixo das abscissasem £ = 1
Toda fungao logaritmica possui um ponto comum (1, 0), pois

log,1 =0

para qualquer base que respeite a condicdo dada pela definicdo de logaritmo

(a>0ea#1).

Nao intersecao com o eixo das ordenadas

O grafico ndo intercepta o eixo Yy e ndo possui pontos nos quadrantes Il e Ill do
plano cartesiano.

Aproximacao assintotica do eixoy

A medida que = se aproxima de zero pelo lado positivo, o valor da funcdo

logaritmica se aproxima cada vez mais do eixo Y, sem jamais toca-lo.

Intensidade do crescimento/decrescimento

A funcdo logaritmica tem um crescimento/decrescimento cada vez mais atenuado a
medida que o valor de £ aumenta.
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ExXercs

EXERCICIO 1

1A

Os quimicos utilizam o potencial hidrogenidénico (pH) para medir a acidez ou
alcalinidade de uma solucdo. A dgua destilada possui um pH em torno de 7. Solu¢des
com pH maior que 7 sao classificadas como basicas, enquanto aquelas com pH
menor que 7 sao consideradas acidas.

O pH de uma solucdo pode ser calculada através da seguinte func¢ao logaritmica:

f(z) = —logz

em que X € a concentra¢ao de ions de hidrogénio, em mols por litro.

Com base nessa equacado, determine o pH de uma solucao cuja concentracdo de ions
hidrogénio é 6 - 10> mol/L.

Dados: log2 ~ 0,301 ; log3~0,477

SOLUCAO.

£(6-107°) = —log (6 - 10~°) = — [log 6 + log 10~°]
—_ [log(2-3) —5-1)g/1’(71} — —[log2 + log3 — 5]
~ — (0,301 + 0,477 — 5) = — (—4,222) = 4,222

O pH da solucdo é aproximadamente 4,22, o que indica que a solugao é acida, pois
seu pH é menor que 7.
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EXERCICIO 2

A intensidade sonora percebida pelo ouvido humano, medida em decibéis (dB), é
calculada pela seguinte funcao logaritmica:

Z

f(z) =10-log (—)
Zo

Em que:
e I éaintensidade sonora no local da medicao; e

e I( € a menorintensidade sonora perceptivel ao ouvido humano.

No ambiente de trabalho, a NR-15 (Norma Regulamentadora 15) estabelece limites
de exposi¢ao ao ruido, determinando o tempo maximo diario que um trabalhador
pode ser submetido a determinada intensidade sonora sem risco de perda auditiva
ocupacional. A tabela abaixo apresenta os niveis de ruido e seus respectivos tempos

maximos de exposi¢cdo permitidos pela norma:

NIVEL DO RUIDO (DB) ~ MAXIMA EXPOSICAO DIARIA

85 8 horas
90 4 horas
95 2 horas
100 1 hora
105 30 min
110 15 min
115 7 min

Agora, considere que um trabalhador opere uma britadeira que gera um ruido de
intensidade equivalente a 10 . 5. Com base na equacao logaritmica apresentada,
determine o nivel de ruido produzido pela britadeira e, de acordo com a NR 15, o
tempo maximo diario que o trabalhador pode operar esse equipamento sem 0 USO

de abafadores sonoros.
SOLUCAO.
1011 .
f(10M - 29) =10 - log (%) =10-11 -Ml =110

Para 110 dB, o tempo maximo de exposicao diaria permitido sem protecdo auditiva é
15 minutos.
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ATIVIDADE 1

As funcbes f e g sdo dadas por f(x)=4+logsx e g(x)=Ilog(z+6) .
Dessa forma, determine:

a)f(1) = d) f(9) + g(-5) =
b) g(4) = e) x tal que f(x) = 9
Qf3)= f) x tal que g(x) = 2

Considere a funcdo logaritmica f(z) = log, * , onde a é a base do logaritmo.

Qual das alternativas abaixo descreve corretamente as principais
caracteristicas desta fungao logaritmica?

a) A funcdo logaritmica possui dominio em R , imagem em R e, para todas as
bases a > 1, € uma func¢do crescente.

b) A funcao logaritmica possui dominio em x < 0, imagem em [R e, para todas as
bases a > 7, € uma funcdo crescente.

) A funcdo logaritmica possui dominio em x > 0 e imagem em R e, é decrescente
quando a > 1 e crescente quando 0 <a < 1.

d) A funcdo logaritmica possui dominio em x > 0, imagem em R e, é crescente
quando a > 1 e decrescente quando O <a<1.

e) A funcao logaritmica possui dominio em x > 0 e imagem em R e, para todas as

bases a > 0, € uma funcdo crescente, exceto quando a = 1.
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ATIVIDADE 3

Classifique, cada func¢do logaritmica a seguir em crescente ou decrescente.

a) f(x) =logg x c)y =logopax

98— . . s commecocsnoo Nk
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b) f(x) = log: x d)y =logx

Dados os conjuntos A={1, 10, 100} e B={0, 1, 2, 3}, considere uma funcéog: A — B
definida por g(z) =logx , conforme apresentado no diagrama, determine:

A B

a) Dominio D(g) e o conjunto imagem Im(g) da
funcao.

b) o valor de g(70).

c) O valor x para o qual g(x) =2

ATIVIDADE 5

Determine os valores reais de x para os quais os logaritmos indicados em cada item
podem ser definidos, ou seja, identifique o dominio da funcgao.

a)f(x) =logs @
b)f(x) = log (x — 3)
o) f(x) = 5 + loga 2z
d) f(x) = log (5z — 52)
e)f(x) = logs (x* - 9)
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Em um financiamento de imével em uma instituicao bancaria, Carlos observou que,
ao financiar o valor de R$ 200 000,00 com uma taxa de juros compostos de 8% ao
ano, o valor final a ser pago seria de R$ 440 000,00. Esse valor pode ser modelado
pela equacdo V() = 200000 - (1,08)" , onde t representa o tempo em anos e V(t) o
valor total a ser pago ao final do financiamento. Mantendo essas condi¢des e
pagando as parcelas anualmente, sem antecipacdes, podemos determinar que o
tempo, em anos, necessario para quitar o financiamento € um ndmero que mais se
aproxima de:

(Dados: log 1,08 =~ 0,033; log2,2 ~ 0,342)
a) 2 anos
b) 5 anos
c) 7 anos
d) 9 anos
e) 10 anos

ATIVIDADE 7

O pH é uma medida que indica o nivel de acidez ou basicidade de uma solucdo, de
acordo com a concentracdo de ions hidrogénio (H*) presentes. Ele varia em uma
escala de 0 a 14, onde valores abaixo de 7 representam soluc¢des acidas, como o
suco de limao, e valores acima de 7 indicam solu¢8es basicas, como a dgua sanitaria.

O valor 7 é considerado neutro, como na agua pura.
Disponivel em: <https://www.manualdaquimica.com/fisico-quimica/conceito-
ph.htm#:~:text=A%20escala%20de%20pH%20vai,neutra%2C%20como0%20a%20%C3%A1gua%20pura
>, Acessado em: 20/12/2024.

Para o calculo do pH se usa a expressao pH = -log [H*], em que [H*] é a concentracao
de ions de hidrogénio em mol/litro. Ao analisar uma solu¢dao de café, um quimico

verificou que a concentracdo de ions de hidrogénio na solucdo era de 107° mol/Il .

a) Qual é o valor que o pesquisador obteve para o pH dessa solucdo de café?

b) O cafézinho analisado pelo quimico é uma solucdo neutra, basica ou acida?
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O valor do imposto pago por uma empresa, denotado por V (em milhares de reais),
em fun¢do do tempo t (em meses), € dado pela fung¢ao:

V(t) =logs (t +4)

a) Determine o valor do imposto que sera pago pela empresa daqui a 4 meses.

b) Determine o tempo t no qual a empresa pagara R$ 6 000,00 de imposto.

A velocidade maxima, em bits por segundo com a qual os sinais podem
passar por canais de comunicacdo pode ser obtida por meio da formula
Vinae = 3400 - log (z + 1) , em que 3 400 hertz é a frequéncia limite da voz humana e
x esta relacionado a potencia do sinal, medida em Decibéis-miliwatt (dBm). Calcule a

poténcia do sinal correspondente a uma velocidade maxima de 27 200 bits por
segundo.
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(ENEM-2019) Charles Richter e Beno Gutenberg desenvolveram a escala Richter, que
mede a magnitude de um terremoto. Essa escala pode variar de 0 a 10, com
possibilidades de valores maiores. O quadro mostra a escala de magnitude local
(M) de um terremoto que é utilizada para descrevé-lo.

; Magnitude local (M
Descricao g (1m - Hz) (Mg)
Pegueno 0=M. <39
Ligeiro 40<M, =49
Moderada 50=M,=59
Grande 60=<M_=99
Extremo M, =100

Para se calcular a magnitude local, usa-se a férmula My = 3,3 + log(A - f) , em que
A representa a amplitude maxima da onda registrada por um sismégrafo em
micrometro (um) e f representa a frequéncia da onda, em hertz (Hz). Ocorreu um

terremoto com amplitude maxima de 2 000 pm e frequéncia de 0,2 Hz.
Disponivel em: http://cejarj.cecierj.edu.br. Acesso em: 1 fev. 2015 (adaptado).

Utilize 0,30 como aproximacgdo para log 2.

De acordo com os dados fornecidos, o terremoto ocorrido pode ser descrito como
a) Pequeno.

b) Ligeiro.

¢) Moderado.

d) Grande.

e) Extremo.
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INTRODUCAO

Embora ja tenhamos introduzido a relagdo entre funcdes exponenciais e
logaritmicas, ainda exploraremos esse vinculo com mais detalhes. Por ora, vamos
nos concentrar na estrutura das func¢Bes logaritmicas e como elas se comportam

graficamente.

ANALISE GRAFICA DA FUNCAO LOGARITMICA CRESCENTE

Figura 1: Grafico de fun¢8es logaritmicas crescentes com diferentes bases.

Quando a base a é maior que 1, a fun¢do logaritmica log, ¢ é crescente, ou seja,

conforme @ aumenta, f(x) também cresce.

Na figura 1, temos os graficos de algumas fung¢des logaritmicas crescentes. Observe
que f(z) = log, x cresce mais rapidamente do que as demais fungdes. Isso ocorre
porque, para atingir um mesmo valor de x, é necessario um expoente maior em
bases menores do que em bases maiores. Como consequéncia, a curva da fung¢ao se
eleva mais rapidamente. Por outro lado, a medida que a base aumenta, o grafico se

torna mais achatado e o crescimento ocorre de forma mais lenta.
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ANALISE GRAFICA DA FUNCAO LOGARITMICA DECRESCENTE

Na figura 2, sdao apresentados os graficos de algumas funcdes logaritmicas
decrescentes. Diferente das fun¢Bes logaritmicas crescentes, aqui a base esta no
intervalo 0 < a < 1, o que inverte o sentido do crescimento. Isso significa que, a
medida que  aumenta, f(x) diminui.

Figura 2: Grafico de fun¢8es logaritmicas decrescentes com diferentes bases.

Observe que, quanto maior a base, mais acentuada é a queda da func¢do. Isso ocorre
porque, para atingir um mesmo valor de Z, é necessario um expoente menor em
bases menores do que em bases maiores. Como consequéncia, fun¢des com bases
proximas de zero decaem mais suavemente, enquanto aquelas com bases préximas
de 1 apresentam uma queda mais rapida e um grafico menos achatado.

FUNCAO DO TIPO LOGARITMICA

Até entdo nos debrucamos sobre a func¢do logaritmica basica. No entanto, em
diversas aplicacdes, essa fun¢cdao pode ser modificada por meio de transformacdes
lineares, resultando em expressdes mais gerais, que sao denominadas de fun¢ao do
tipo logaritmica, como, por exemplo, a seguinte fun¢ao:

f(z) =b-log,(k-x+c) +d, emque (k-x+c) >0
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( f(a;):b-loga(k-a:+c)+d>

Além da base a , cada coeficiente b,c,d e k influenciam na fun¢do do tipo

logaritmica como descrito a seguir:

e b:oseuvalor absoluto controla o achatamento/estiramento vertical da funcéo e,
se negativo, ocorre uma reflexao em rela¢ao ao eixo x;

e c: desloca o gréfico horizontalmente, lembrando que (k- z + ¢) > 0, portanto, o
valor de c¢ influenciard diretamente no dominio da fung¢do do tipo logaritmica,
podendo, em decorréncia disso,  assumir valores negativos;

e d:desloca o grafico verticalmente; e

e k: multiplica ou divide o valor de x, e, consequentemente, acelera ou retarda a

progressao da funcdo para um determinado valor de entrada.

A seguir, analisamos essas transformag¢des com o auxilio de graficos que ilustram o

impacto de cada parametro.

19 Andlise

Observe os graficos representados nas figuras 3 e 4.

Figura 3: Compressao vertical por influéncia do valor absoluto do coeficiente b.
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Figura 4: Reflexdo da funcdo em decorréncia do sinal do coeficiente b.

Podemos verificar, nas figuras 3 e 4, que o coeficiente b multiplica o logaritmo e
> 1 fazem a curva crescer mais rapidamente,

afeta a inclinacdo da curva. Valores |b
enquanto 0 < |b| < 1 tornam o crescimento mais lento. Podemos perceber,
também, que estas fungdes passam pelo mesmo ponto (1;0), evidenciando que o
valor deste coeficiente ndo altera a raiz da funcao original. Além disso, quando o
sinal deste coeficiente é negativo, a funcao é refletiva em relagdo ao eixo x,
invertendo, em decorréncia disto, 0 comportamento de crescimento/decrescimento

da funcao.

2°Analise
Observe o grafico representado na figura 5.
('Y
2

)

(0:0

— f(z) = log, (x)
—==g(x) = logy (x +1)

h(z) = log, (x — 1)

i
2
L L

I
Figura 5: Deslocamento horizontal por influéncia do coeficiente C.
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Na figura 5, podemos observar que o parametro ¢ provoca um deslocamento
horizontal da fun¢do ao longo do eixo &, movendo a assintota vertical para
L — —cC. Os pontos destacados evidenciam a influéncia desse coeficiente,
demonstrando que tanto a raiz da fungdo original quanto a assintota sao deslocadas
na mesma medida.

3%Analise
Observe o grafico representado na figura 6.

Uy
2

Figura 6: Deslocamento vertical por influéncia do coeficiente d.

O coeficiente d , como podemos verificar na figura 6, provoca um deslocamento
vertical da curva sem alterar sua forma. Os pontos destacados evidenciam essa
mudanca de posi¢cdo ao longo do eixo Y , refletindo o impacto direto desse
coeficiente. Esse deslocamento é uniforme e afeta todos os pontos do grafico da
mesma maneira.
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4% Anadlise

Observe o grafico representado na figura 7.

Figura 7: Deslocamento horizontal por influéncia do coeficiente k .

A multiplicacdo da variavel  por um fator altera a taxa de crescimento da funcdo,
como ilustrado na figura 7. Quando Z é multiplicado por um valor maior que 1, o
grafico original é comprimido horizontalmente, tornando-se mais inclinado. Por
outro lado, quando  é multiplicado por um valor entre 0 e 1, o grafico se expande
horizontalmente, resultando em um crescimento mais lento.

SEDU
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EXERCICIO 1. Considere as seguintes funcdes logaritmicas:

Cé

Exercs

m(iL') — 10g0,25 I n(w) — ]_Og5 €T O(x) = 10g0,99 L
e responda:

a) Quais as func¢bes crescentes e qual delas é a que cresce mais rapidamente em
relacdo ao crescimento de x?

b) Quais as func¢des decrescente e qual delas decresce mais rapidamente em relacao
ao crescimento de x?

SOLUCAO.

a) As fung¢des crescentes sdao as que tem a base maior que 1. Portanto, das func¢des
apresentadas, f(z) = logz z, g(x) = log% X (pois g =2,5)e n(z) =log;
sao crescentes.

Entre elas, g(m) = 10gg T cresce mais rapidamente, pois quanto menor a base

(desde que maior que 1), mais rapidamente a funcdo cresces:
b) As funcdes logaritmicas sao decrescentes quando a base esta entre 0 e 1. Assim,
2
as funcdes h(x) = log: z (pois ¢ = 0,4), m(z) = logg 5 & e o(z) = logg g9 T

sdo decrescentes.

Entre elas, 0(:13) = ].Og(),gg T decresce mais rapidamente, pois, quanto maior a
base dentro do intervalo ] 0,1 [, mais rapido a funcao diminui.

el 4 - Y1
SeEDL
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EXERCICIO 2. O nivel de intensidade sonora e o calculo do pH de uma solugdo sdo
dois exemplos de aplica¢cdes da funcao logaritmica na Ciéncia. Suas fun¢des podem
ser dadas por:

1. Intensidade sonora:

T
f(x) =10-log (—)
Zo
Em que:
e I éaintensidade sonora no local da medicao; e

e X0 é amenor intensidade sonora perceptivel ao ouvido humano.

2. Calculo do pH:

g(z) = —logz

em que I é a concentra¢ao de ions de hidrogénio, em mols por litro.

Com isto, identifique o valor dos coeficientes que multiplicam o logaritmo em cada
equacado e explique a sua influéncia no comportamento da funcgao.

SOLUCAO.

Na equacdo da intensidade sonora, o coeficiente é 10, o que provoca uma
dilatacdo vertical do grafico, multiplicando seus valores por 10. Isso faz com que a
curva cres¢a mais rapidamente em comparacao a funcao logaritmica basica de base

10, mantendo a mesma estrutura, mas com valores ampliados.

Na equacao do pH, o coeficiente é -1, 0 que causa uma reflexao vertical da funcao,
invertendo seus valores em relacao ao eixo . Como a funcdo logaritmica basica de
base 10 é crescente, a presenca desse coeficiente transforma seu comportamento
em decrescente, sem alterar sua assintota ou deslocamento horizontal.
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e Tecnologias digitais. (p. 90 - 96)
e Conexoes. (p. 97 - 103)

Prisma Matematica: fungdes e progressdes. (BONJORNO)

LIVROS DIDATICOS

Capitulo 3: func¢do logaritmica.
e Funcdo logaritmica. (p. 99 - 102).

Nas paginas 97 a 100, ha textos
e questdes para debate sobre a
relagdo entre a audi¢do e a

funcdo do tipo logaritmica.

CONEXOES
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Seja f uma funcdo logaritmica definida de Ri em R , cuja lei de formacdo é
f(x) = logs x . Para cada item faga o que se pede:

Considere que: [og 2 = 0, 30

a) Calcule o valor de f G) f(1), f2)e f(4).

b) Com base nos valores de x e y obtidos nos itens anteriores, organize os pares
ordenados (x, ¥) e construa o grafico da funcdo f(x) em seu caderno.

c) Com base no grafico do item b, que representa uma funcao logaritmica, analise o
comportamento dos valores de f(x) a medida que x aumenta.

Com base nas caracteristicas do gréafico da funcdo logaritmica f(z) = log,x , qual
das alternativas abaixo esta incorreta?

a) A funcdo logaritmica possui uma assintota vertical em x = 0, ou seja, as curvas dos
graficos se aproxima do eixo y, mas nao o tocam.

b) A taxa de crescimento de uma funcao logaritmica é muito mais lenta que a de
funcBes lineares, quadraticas ou exponenciais.

c) Para 0 <a < 1 a funcdo é decrescente, ou seja, a medida que x aumenta, o valor
de f(x) diminui.

d) A funcao sempre passa pelo ponto (1, 0), independentemente da base a.

e) A fun¢do sempre passa pelo ponto (0, 1), independentemente da base a.
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ATIVIDADE 3

Construa o grafico de cada uma das func¢des dada a seguir:

0)f(z) = log y (v)

b) f(z) = logs (z + 4)

c)f(x) = 3+ loga()

d)f(z) =3-loga(x)

ATIVIDADE 4

Observe abaixo o gréfico da funcdo [ : R, — R.
f(I)J\
3 1

Qual é a lei de formagao dessa funcio?
a) f(r) = -3 logsx

b) f(x) =3-logsw

c) f(x) = logsx

d) f(x) = logy x

e) f(x) =logs (x + 2)

SEDU 121




.#— . 2 @
\/FL % Rotinas Pedagogicas Escolares === §

ATIVIDADE 5

Abaixo no plano cartesiano estdo representados as func¢des reais f(x), g(x) e h(x).

A = legy k)

____\C_,_._:

10 11 12 13 14 15 16

..............................................................

..............................................................

Considerando as representac¢des graficas de cada uma dessas fun¢des no plano
cartesiano, com suas respectivas leis de formacdo, marque "V" para as afirmacdes
verdadeiras e "F" para as falsas nas frases dadas a seguir:

a) () As funcdes f(x) e g(x) possuem a mesma taxa de crescimento porque ambas
tém base maior que 1.

b) () Afuncdo f(x) tem uma taxa de crescimento mais rapida do que a fung¢ao g(x).
Isso ocorre porque, em uma funcdo logaritmica crescente, quanto menor a base a do
logaritmo, maior é a taxa de crescimento da funcgao.

o) ( )Afuncdo h(x) tem uma assintota vertical em x = 2. Ja a fun¢do g(x) tem
assintota vertical em x = 0.

d) () Asfuncgdes f(x), g(x) e h(x) ttm um ponto em comum, pois todas interceptam o
eixo x no ponto de coordenadas (1, 0).

e)( ) Asfuncbes h(x) e g(x), se interceptam no ponto de coordenadas (4, 1)

f)( ) Afuncado f(x) possui uma assintota vertical em x = 0.

g)( )Afuncdo h(x) é definida apenas para valores de x maiores que 2.

h) () Na funcdo g(x), temos que g(76) =2 e na funcao h(x), temos que h(10) = 3.

i) () Nafuncdo f(x), temos que f(0) = - 6.
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ATIVIDADE 6

Qual é o grafico que representa a funcdo f : RY — R definida por:

f(z) =log1 (z — 1)

2 90| 1 2 3 4 5 6 7 8 s

okt et
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ATIVIDADE 7

O aquecimento de um forno de precisdo sera feito de modo que sua temperatura T,
em graus Celsius (°C), sera controlada para variar de acordo com a funcao
T =30-logy (3t+1)+25 ,sendototempo, em minutos, decorridos desde o inicio
do aguecimento.

a) Qual a temperatura do forno no instante em que é iniciado o aquecimento?

dn ) : 2 ® X
") Rotinas Pedagogicas Escolares == 3

b) Qual a temperatura do forno 5 minutos apds o inicio do aquecimento?

c) ApOs quantos minutos a temperatura atingira 205 °C?

Teste do bafémetro: qual o limite de tolerancia?
Dirigir sob efeito de alcool é crime e, no Brasil, a politica é de tolerancia zero para
qgquem dirige alcoolizado, ou seja, ndo é permitido consumir sequer uma gota de
alcool antes de dirigir. O bafémetro, utilizado para medir a quantidade de alcool no
organismo é preciso, mas pode apresentar falhas, justificando uma margem de erro.
Segundo a Resolucao n° 432/2013 do Contran, a margem de erro permitida é de 0,04
mg/l de alcool no ar expelido.

Margem do Contran que define presenca de alcool no organismo como crime de transito.

Sem penalidades. Esta dentro da margem de erro estabelecida pelo

Até 0,04 mg/I Contran.

de 0,05 mg/l a 0,33 mg/I Infracdo gravissima com multa de R$ 2934,70.

Enquadra-se como crime de transito, e o condutor respondera

Igual ou superior a 0,34 mg/| ..
g P & criminalmente

Disponivel em: <https://autoesporte.globo.com/mobilidade/noticia/2024/02/teste-do-bafometro-qual-
o-limite-de-tolerancia.ghtml>. Acessado em 24/12/2024.

Supondo que, ap6s o consumo de uma quantidade consideravel de bebida alcodlica,
o nivel de alcool no sangue de uma pessoa diminua a uma taxa constante a cada
14410 - log x
3 '
onde x representa a quantidade inicial de alcool no sangue, medida em miligramas
por litro, e f(x) € uma funcdo que descreve o tempo, em horas, necessario para que
uma pessoa, apos parar de beber, se recupere da intoxica¢do e atinja o nivel minimo
de alcool no sangue.
Considerando que, ap0s interromper o consumo de bebida alcodlica, o motorista
mediu seu nivel de alcool no sangue e obteve o valor de 2,5 mg/l, qual sera o tempo,
em horas, necessario para que ele esteja apto a dirigir, levando em consideragao o
limite maximo indicado na margem de erro, conforme apontado pelo Contran nas

medic¢des feitas por bafémetro? (Dados: log (2,5) = 0,40; log5 ~ 0,70 )

hora, e que esse processo pode ser modelado pela fungdo f(z) =
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ATIVIDADE 9

A intensidade sonora é medida em uma unidade chamada decibel (dB). Quando uma
pessoa escuta musica através de fones de ouvido, os niveis de pressdao sonora
podem variar entre 85 dB e 110 dB, dependendo do volume do dispositivo e das
condi¢cbes do ambiente. No entanto, € fundamental ter cuidado com volumes
excessivos, pois a exposicdo prolongada a niveis sonoros elevados pode resultar em
danos permanentes a audicao.

O nivel sonoro de um ambiente, expresso em decibéis (dB), pode ser calculado pela
Lei de Weber-Fechner, dada pela férmula:

1
N =10 -log (I_)
0

onde N é o nivel de pressao sonora em decibéis (dB), | é a intensidade sonora
medida em watts por metro quadrado (W/m2), e |, é a intensidade de referéncia,
equivalentea 1072 W/m2,

Calculando o nivel sonoro em decibéis de um fone de ouvido cuja intensidade
sonora seja 10~ W/m2, encontramos que o nivel de pressao sonora ¢ de:

a) 30 dB

b) 80 dB

c)90dB

d) 120 dB

e) 150 dB

O altimetro é um instrumento de bordo das aeronaves responsavel por medir a
pressdo atmosférica estatica e indicar a altitude da aeronave. Ele é calibrado de
acordo com o modelo internacional padronizado de pressao atmosférica e

temperatura, garantindo precisao nas leituras durante o voo.

Disponivel em: <https://www?2.anac.gov.br/anacpedia/por_esp/tr3628.htm>. Acessado
em: 23/12/2024.

Suponha que a altitude h acima do nivel do mar, em quilémetro,
detectada pelo altimetro de um aviao seja dada, em funcao da

pressao atmosférica p, em atm, por: 1
h(p) = 20 - logig (};)

Num determinado instante, a pressao atmosférica medida pelo altimetro era 0,5
atm. Considerando a aproximacado logs = 0, 30, a altitude h do avido nesse instante,
em quildmetro, era de:

a4

b) 6

c)8

d) 10

e) 14
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¥ » SABIA? l logaritmica, onde a velocidade de crescimento diminui com o
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O CONCEITO DE FUNCAO INVERSA

Conceitos & Contevudos

-
N

Antes de explorarmos as relacdes entre funcdes exponenciais e logaritmicas, é
fundamental compreender o que significa dizer que uma funcdo é a inversa de

outra.

Definicao formal de fungao inversa

Uma funcdo f: A — B tem uma funcdo inversa f!: B — A se, e somente se, f
for bijetora, ou seja, injetora (valores distintos de x geram valores distintos de y) e
sobrejetora (todo elemento do conjunto de chegada B tem pelo menos um

correspondente em A), tal que:

fHf(2) =z, para todo x € A.

f (f_l (y)) =Y, para todo y € B.

Ou seja, dada uma fungdo bijetora f, sua fungdo inversa, denotada por -1, € aquela
que reverte a operagdo realizada por ¢, e vice-versa. Em outras palavras, se f(z) =y,
entdo fl(y)==.

3 O

VOCE j O crescimento de cristais pode ser modelado por uma fung¢do

tempo. A inversa dessa funcdo pode ser usada para
determinar o tempo necessario para que um cristal atinja
determinado tamanho, o que é importante em processos
industriais de fabricacdo de cristais e semicondutores, que
podem atuar tanto como condutores quanto como isolantes,

k 0 que 0s torna essenciais para a eletrénica moderna. /
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Exemplo

Considere a fungdo bijetora f(z) =2z +3. Para encontrarmos a sua inversa,
podemos fazer os seguintes procedimentos:

1. Troque f(x) por y.
y=2zr+3

2. Isole a variavel x para fazer a sua equagao em termos de ¥.

-3
y:2x—|—3—>2x=y—3—>x=yT

3. Substitua & por =1 (y).

Por fim, para consolidar o conceito de func¢ao inversa, vamos aplicar alguns valores
arbitrarios de x na funcdo do exemplo dado. Em seguida, utilizamos os valores
obtidos para verificar se a funcdo inversa realmente desfaz a operacao, retornando
ao valor original de . A tabela a seguir mostra esse processo:

f()=2x+3 yobtido fl(y)=

2-(—1.5 3
—Ls =£3+;:o 0 [%2-P-1s| -15
A B e i L
5 =ié(j))3+=313 13 132_ 3 % =5 5

Tabela 1: Verificagdo da inversibilidade da fun¢do do exemplo dado.

Como podemos ver nesses exemplos da tabela 1, ao aplicar um determinado valor
de z a f(x), obtemos um valor y. Quando aplicamos esse y em f ! (y),

recuperamos o valor original de x, confirmando que f~! realmente desfaz a
operagdo de f.

¢

e

g

w
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Visualizando o grafico da fungao e da sua inversa

Para compreender melhor a relagdo entre uma funcdo e sua inversa, representamos

graficamente, na figura 1, a funcdo dada no exemplo, f(z) = 2z + 3, juntamente com

z—3

sua inversa, f—l(x): . Nesse contexto, utilizamos ax como variavel de

entrada de ambas para comparar diretamente o comportamento das duas funcdes
para os mesmos valores. Além disso, incluimos a reta identidade ¥ = ¥, que
desempenha um papel fundamental na interpretacdo geométrica das funcdes

inversas.

Figura 1: Comparacdo do grafico de uma fungdo e sua inversa.

Uma propriedade essencial das func¢des inversas é a simetria de seus graficos em
relacdo areta Yy — . Isso significa que, se um ponto (a;b) pertence ao grafico da
funcdo f, entdo o ponto (b; a) pertence ao grafico de f .

Para ilustrar essa simetria, destacamos no grafico os seguintes pares de pontos, que
também podem ser confirmados pelos valores apresentados na tabela 1:

e (—3;—3), que é um ponto presente em ambas as funcdes;
e (—1,5;0)em f,eseu correspondente (0; —1,5) em f~1;e
e (0;3) em f, eseu correspondente (3;0) em f~1.

&%
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Essa reflexdo dos pontos em relacdo a reta Y = & é uma caracteristica marcante
das fun¢des inversas. Geometricamente, essa propriedade refor¢a a ideia de que a
inversa de uma funcdo "desfaz" sua operacdo original, trocando as posicdes de
entrada e saida.

/ A percepc¢ao de brilho e intensidade luminosa no olho humano

segue uma funcdo logaritmica. Isso significa que a nossa

/) VOCE j capacidade de perceber diferencas de brilho é uma funcao

\ SABIA? 1 inversa de uma funcao exponencial que descreve a quantidade

o £ i J de luz que incide sobre a retina. A inversa dessa rela¢ao ajuda a
explicar como ajustamos nossa percep¢ao ao lidar com
mudan¢as em intensidade luminosa em ambientes com
diferentes niveis de iluminacao. /

A FUNCAO LOGARITMICA COMO INVERSA DA FUNCAO
EXPONENCIAL

Agora que compreendemos o conceito de fun¢do inversa, vamos demonstrar que a
func¢do logaritmica é a inversa da funcao exponencial. Para isso, podemos partir da
definicdo de uma das funcbes (lembrando que ambas sdo bijetoras) e isolar a
variavel g, como foi feito no exemplo do topico anterior.

Assim, consideremos a funcdo exponencial f:R — R, definida por:
f(z) = a®, emquea > 0ea # 1.
Trocando f(x) por y,temos:
y=a
Agora, aplicamos a definicdo de logaritmo para isolar x :
y=a" <z =1log,y
Por fim, substituindo @ por f~!(y), obtemos a funcdo inversa:

F(y) =log, y

Portanto, a funcdo logaritmica é a inversa da funcdo exponencial, ou seja,
. Isso significa que a func¢ado logaritmica "desfaz" a exponencial.

fFLRE—R
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Verificacao da relacao de invertibilidade entre as fungoes
Agora, verificamos que ao aplicar uma funcao seguida de sua inversa, recuperamos

o valor original:

1. Verificando f~!(f(z)) = z:

f7H(f (z)) =log, a
Pela propriedade de logaritmo de potencia¢ao, temos

1

log,a* =z - logra =z-1==

2. Verificando f(f ' (y)) = v

F7 () = a=

Pela propriedade fundamental de logaritmo, temos que:
log,y _
a =Y

Dessa forma, comprovamos que a funcdo exponencial e a funcdo logaritmica sao

realmente inversas uma da outra.

Na figura 2, observamos o grafico da fungdo exponencial de base 2, f(z) = 27
juntamente com sua inversa, a funcdo logaritmica de base 2, f '(z) = log, z. A reta
identidade y = x destaca a simetria entre os graficos, evidenciando que cada
ponto da fun¢do exponencial tem um correspondente refletido na funcdo
logaritmica. Em particular, os pontos (1;0) e (0;1) ilustram essa reflexao, reforcando a

relacdo entre as fungdes inversas.

0:1) " 7

Rl }:"
3 2 & @ 1 2 3 =

?

o‘.’.. "
..'... _l " .
c“..‘ 9 / _f(:r) = 2II
2l == f Y (z) = log,
o ' I —
o“'.. -3 " y =

.v" i
» n
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EXERCICIO 1. Sabendo que f(x) = 3" encontre £~ 1(27).

SOLUCZ\O. [ Rascunks )
A funcdo inversa de f(z) = 3% é f!(z) = logs x. Assim, 27| 3
1 i D
F71(27) =log; 27 = log; 3° =3 loggd =3-1=3 337" =
1
- /

Portanto, f 1(27) = 3.

EXERCICIO 2

A funcdo exponencial f(x) = 5% passa pelos pontos A(2;25) e
B(—1;0,2) .

a) Determine os pontos correspondentesa A e B no grafico de sua inversa.
b) Escreva a expressao f_l(a:) e verifique se os pontos obtidos pertencem ao seu

grafico.

SOLUCAO.

a) Sabemos que a inversao de uma fungdo troca os papéis de x e y. Assim, 0s pontos
do grafico da inversa serao:

e Se(2; 25)pertencea f,entdo (25; 2)pertencea f1.

e Se(—1;0,2)pertencea f,entdo (0,2; —1)pertencea f .

b) A funcdo f(x) = 5% tem como inversa a fungdo logaritmica de mesma base:
fH(z) = logs
Agora, verificamos se os pontos (25; 2)e (0,2; —1)pertencem ao grafico de
fH ()
1
F71(25) =log; 25 = logs 5° = 2- logsB =2-1=2

1
£71(25) = logy 0,2 = logy = logs 51 = —1 -l)g{fl =—-1-1=-1

Os valores conferem, confirmando que os pontos encontrados realmente pertencem

ao grafico da inversa.
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Matematica em Contexto: fung¢ao exponencial, funcao
logaritmica e sequéncia. (DANTE).

Capitulo 2: Func¢ao logaritmica.
e Afuncdo logaritmica. (p. 88 - 89).

Prisma Matematica: fungdes e progressoes. (BONJORNO)

Capitulo 3: funcao logaritmica.
e Funcdo logaritmica. (p. 101 - 102).

G

Portal da OBMEP
Funcao Logaritmica
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ATIVIDADE 1

§

x

As fungdes f(z) =logsx e g(x) = 8" sdo:

a) Opostas
b) impares
c) Inversas

d) Pares
e) Constantes

sua inversa.

(SAEPE) No gréfico abaixo, est4 representada a funcdo definida por f(x) =
y L
f(x) = (3"
3

SEDU
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ATIVIDADE 3

Observe as representacdes graficas 1 e 2 a seguir:

Grafico 1 Grafico 2

#

=
-
o

M W B o ® O~ D W

Com base nas representacbes graficas acima, analise suas caracteristicas e
definicBes correspondentes e marque a alternativa incorreta:

a) Com base nas representacfes graficas 1 e 2, podemos afirmar que o grafico 1
representa a funcdo exponencial do tipo f(z) = a®, enquanto o grafico 2 representa
a funcdo logaritmica do tipo g(z) = log, . Ambas as funcbes sdo crescentes, pois
a base a é maior que 1.

b) O dominio de uma func¢do corresponde aos valores possiveis que podem ser
atribuidos a x na fungao. Assim, no grafico 1, o dominio abrange todos os valores
reais de x, ou seja, x € R. No grafico 2, o dominio é restrito aos valores reais
positivos, ou seja, x > 0.

c) No grafico 1, o conjunto imagem é representado por y > 0, ou seja, y assume
apenas valores positivos. No grafico 2, o conjunto imagem inclui todos os valores de
¥, sem restri¢cdes, podendo ser qualquer numero real.

d) Se o grafico de f(x) = a” for crescente, o grafico de sua funcdo inversa, fﬁl(l’),
também sera crescente. No entanto, a inclinagdo de f7Hx) sera mais suave,
especialmente para valores grandes de x.

e) O grafico 1 corresponde a funcdo exponencial f(z) = 10", Portanto, sua fun¢do

inversa, representada no grafico 2, é dada por g(x) = log% T .
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Lucas e Jodo estavam estudando o comportamento de diferentes fun¢bes quando,
em determinado momento, se depararam com um desafio. Utilizando a funcado
Y= <%>m Lucas tinha como objetivo determinar o valor de y para cada valor de x,
conforme mostrado na Tabela 1. Em seguida, ele pediu a Jodo para representar, em
uma nova tabela (Tabela 2), os valores de x e y da funcdo inversa da funcdo
exponencial, ou seja, da funcdo logaritmica, representada por Y = log% X .

a) Ajude Lucas a completar a Tabela 1 e Jodo a realizar a tarefa, preenchendo a

Tabela 2 com os valores correspondentes de x e y.

Tabela 1 Tabela 2

X |y=/flz)= (é) (x. y) x Yy = log% x
N ]

1 y=(5> _5t—s| (1,5)

b) Apds preencher as Tabelas 1 e 2, utilize seu caderno para representar as
coordenadas (x, y) de ambas as tabelas em um mesmo plano cartesiano. Em seguida,

trace o grafico da funcdo f(x) e de sua inversa f ' ().

) Indique qual é o dominio e o conjunto imagem para as funcdes f(x) e f_l(:lz) .

7 £ ~ —1 . . ~
d) Observe os gréaficos das funcdes fix) e [~ (), e indique se elas sdo crescentes ou
decrescentes, justificando sua resposta com base no comportamento numérico das

fung¢des para os valores de x escolhidos.
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ATIVIDADE 5

Considere a funcdo logaritmica f(x) dada por f(z) = logsx .Determine o que se
pede a seguir:

a) f(216) = d) x tal que f(x) = 2
b) D(f) = o) f x) =
¢) Im(f) = f) f71(1) =

Uma startup de tecnologia esta desenvolvendo um novo aplicativo de mensagens, e
0 numero de usuarios do aplicativo esta crescendo de forma exponencial ao longo
do tempo. A evolucdo desse numero de usuarios € modelada pela funcao

exponencial: N(t) — N, - £0:15:

onde N(t) representa o nimero de usuarios do aplicativo apés t meses, Ny é o
numero inicial de usuarios (no momento do lancamento) e t é o tempo, em meses,
desde o langcamento do aplicativo.

A equipe de marketing da startup deseja estimar o tempo necessario para que o
numero de usuarios do aplicativo atinja um determinado valor N(t). Para isso, eles
usam a funcdo logaritmica derivada da equacdo exponencial (funcdo inversa da

exponencial): log <M>
e No

= —7—=
0,15

A seguir, analise e responda as questdes propostas:

a) ldentifique o dominio e a imagem da fungdo N(¢) = Nj - 0,15t

representa o tempo e que N(t) representa o niumero de usuarios.

. (32
0,15

representa o numero de usuarios e t representa o tempo.

. Lembre que t

b) Identifique o dominio e a imagem da funcdo ¢ = . Lembre que N(t)

SEDU 136




N s

ATIVIDADE 7

O professor escreveu no quadro da sala de aula a seguinte equagao exponencial:
10° =3
Em seguida, solicitou que um aluno apresentasse uma solucdo para o expoente X,

sem utilizar uma calculadora. Assim, o aluno expressou a solu¢do para x da seguinte
forma:

- % Rotinas Pedagégicas Escolares ==

a)r =0

b)xr =2

c)x =logs 10

d)x =log3

e)x =log10

Sabemos que o pH de uma solucdo é dado pela formula pH = —log[H*] . Dessa

maneira, podemos afirmar que se o pH de uma substéancia é 10, entdo a
~ +71 <
concentracdo de [H'] é:

a)1071 c) — 10% e) —1
b) 1010 d)1010

ATIVIDADE 9

A lei que mede o ruido é definida pela expressdo 2 =120 +10-log I, em que/éa
intensidade sonora, medida em watt por metro quadrado (W/m?) e R é a medida do
ruido, em decibéis (dB). Nosso ouvido capta sons a partir de 0 dB, e uma conversa
normal gira em torno de 60 dB. J& em niveis acima de 100 dB, apenas 3 minutos ja
sao suficientes para danificar as células auditivas.

A intensidade sonora (/) para um som de 100 dB é igual a:

a) 10712 W/m?
b) 1072 W/m?
c)10 W/m?

d) 10* W/m?
e) 10" W/m?
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Dentre os problemas decorrentes da automedicacdo, esta a ingestao excessiva de
medicamentos. Quando um paciente ingere um medicamento, a droga entra na
corrente sanguinea e, ao passar pelo figado e pelos rins, € metabolizada e eliminada
a uma taxa que é proporcional a quantidade ingerida e ao tempo decorrido.
Suponha que a quantidade de determinado medicamento no organismo possa ser
modelada pela funcdo Q(t) = Q- (0,5)" , em que Qo é a quantidade ingerida (em
mg) e Q(t) é a quantidade do medicamento no organismos (em mg) decorridas t
horas da ingestao.

Se um paciente ingerir uma super dose de um medicamento cujo principio ativo € de
500 mg, ap6s quanto tempo no organismo a quantidade da droga sera igual a 90
mg? (Considere: log5 ~ 0,70 e log0,18 ~ —0,74).

a) 0,41 horas
b) 1,06 horas
c) 2,47 horas
d) 3,6 horas
e) 5,6 horas

I,

-

im&g ~ TAREFA COMPLEMENTAR

Que tal explorar um pouco mais sobre equac¢des Logaritmicas?
Trouxemos esta tarefa complementar para que vocé possa aprender um pouco mais

sobre essas equac¢des que, algumas vezes, precisamos recorrer para resolver
problemas abordando fun¢des Logaritmicas.

Considerando as equacdes logaritmicas a seguir, determine o conjunto solucdo para
cada uma delas.

a) logs (x +4) = logs 25
b)log, (2-x)—1=2
c)loge 125 =x — 4

d)log x + log 4 = log, 9

&%
AL
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g’\'{‘-’\l

o 1

138




/’..’ _\.‘l
a~
" RETOMANDOO ¥
QUE APRENDEMOS

#‘ﬁ

Chegou o momento de pensar sobre o que vocé aprendeu neste capitulo.

As Expectativas de Aprendizagem apresentadas no inicio indicavam os principais
objetivos do estudo sobre Logaritmo e Fung¢ao Logaritmica. Agora, vale a pena
refletir: o quanto vocé avancou em relacdo a cada um deles?

ﬁt Reflita sobre sua aprendizagem
- ®

» Consigo explicar, com minhas proprias palavras, o que € um logaritmo e como ele se
relaciona com a potencia¢do?

> Sei calcular logaritmos e aplicar suas propriedades para simplificar expressdes e
resolver problemas?

)> Consigo identificar as caracteristicas principais de uma funcdo logaritmica, como base,
dominio, imagem e comportamento de crescimento?

)> Sou capaz de construir e interpretar graficos de fun¢des logaritmicas?

)> Entendo a relagdo entre as fun¢@es exponenciais e logaritmicas e reconhe¢o que uma
é a inversa da outra?

)> Sei aplicar os logaritmos e as fungdes logaritmicas em situagBes reais, como nas
escalas de pH, Richter, decibéis e problemas de Matematica Financeira?

Autoavaliacao

Marque a opg¢do que melhor representa como vocé se sente em relacdo ao seu
aprendizado neste capitulo:

Expectativa de Aprendizagem R Con!preendl Preciso revisar
compreender parcialmente
Compreensdo do conceito de logaritmo e sua O O O

relagdo com a potenciagao

Calculo e aplicagdo das propriedades dos
logaritmos

Identificacdo e andlise das caracteristicas das
fun¢Bes logaritmicas

Construcdo e interpretacao de graficos de
func¢des logaritmicas

Relagdo entre fun¢des exponenciais e
logaritmicas

O|lO0]0]|0
O|lO0]0]|0

O101010|0

Aplicacdo dos logaritmos em contextos reais

O O

 Dica: Revise os tépicos que vocé marcou como “preciso revisar’ e
o converse com seu(sua) professor(a) sobre as duvidas. Aprender
+° Matematica € um processo que se fortalece com a pratica e com o dialogo.
SEDU
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